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一 几何 学 的 起 源 


问 渠 那 得 清 如 许 ? 
为 有 源头 活水 来 。 
CO) RR. ABARI 


SUE A, WA, TELE 
等 实际 问题 中 产生 和 发 展 起 来 的 ， 

时 在 几 十 万 年 以 前 ， 当 原始 人 类 为 了 采集 食 
物 而 用 石 块 制作 简单 的 武器 和 工具 时 ， 就 已 开始 
出 现形 的 观念 。 这 些 石 器 往往 被 做 成 较为 规则 的 
儿 何 形状 ， 反 映 出 当时 人 们 的 头脑 中 己 初 步 确立 
了 一 些 几 何 图 形 的 形象 。 例 如 ， 在 北京 西南 周口 
SRR AED, RAT BEA il FG 
am, HPWA, AF SHS—T Ae MTF 
面 ， 尖 状 器 的 尖 角 近似 于 锥 体 ， 在 山西 省 训 汾 县 
丁 村 发 现 了 几 万 年 前 原始 人 用 石 块 制 成 的 球形 工 
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具 。 原 始 人 类 还 知道 如 何 美化 生活 ， 创 造 了 石像 
和 绘画 等 艺术 形式 .在 法 国 和 西班牙 发 现 了 大 约 
一 万 五 千年 前 的 地 穴 里 的 绘画 。 原 始 艺术 的 出 
现 ， 反 映 出 人 们 已 能 把 简单 图 形 组 合成 复杂 形 
状 ， 来 表达 某 种 内 容 ， 获 得 美的 享受 。 

大 约 在 一 万 年 以 前 ， 覆 盖 在 欧 、 亚 大 陆 上 的 
冰 块 开始 融化 ， 地 面 露 出 大 片 的 森林 和 沙漠 ， 以 
捕 鱼 和 打猎 为 生 的 流动 人 群 ， 大 部 分 定居 务农 ， 
开始 了 新 石器 时 代 。 出 现 了 网 器 、 木 器 和 纺织 
品 ， 发 明了 轮子 。 产 品 的 几何 形状 更 吉 准 确 和 精 
致 ， 并 且 常 用 各 种 几何 图 案 加 以 裴 饰 。 产 品 的 形 
状 和 装饰 图 案 倾向 于 对 称 ， 很 多 陶器 做 成 旋转 体 
的 形状 ， 在 装饰 图 案 中 出 现 平行 线 、 相 交 线 、 重 
“直线 ， 甚 至 还 有 球面 上 的 大 回 ， 以 及 全 等 形 和 相 
似 形 . | 
生产 的 进一步 发 展 ， 使 人 们 不 仅 关心 物体 的 
形状 ， 而 且 对 大 小 有 更 具体 的 要 求 ， 这 就 需要 测 
量 长 度 和 容积 ， 浆 量 土地 ， 并 且 进 行 有 关 的 计 
算 ， 于 是 就 出 现 了 一 些 可 直接 应 用 于 计算 的 几何 
公式 和 定理 .但 是 在 这 些 公式 和 定理 开始 出 现 
时 ， 往 往 不 是 象 我 们 现在 这 样 作为 重要 内 容 单独 
列 出 来 ， 而 多 半 是 隆 含 在 一 些 具体 计算 问题 的 解 
BAEP, HRTEM, 
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ie re 


RR RAAB a A KS EAS a 
片上 ， 现 在 英国 博物 馆 和 苏联 的 莫斯科 分 别 收藏 
了 一 批 这 样 的 草 片 ， 都 是 公元 前 1700 年 左右 埃及 
人 写成 的 ， 上 面 记载 着 一 些 数学 问题 和 它们 的 解 
答 。 通 过 分 析 解 答 过 程 ， 可 以 推 斯 出 当时 是 依据 
什么 法 则 进行 计算 的 。 例 如 ， 纸 片上 记载 着 一 个 
RR AMAA, KA: AA 人 告诉 你 
说 : 有 一 棱 台 ， 高 为 6， 底 为 4， 顶 为 2。 你 就 
要 取 这 4 的 平方 ， 得 结果 为 16。 你 要 把 它 加 倍 ， 
得 结果 8 。 你 要 取 2 的 平方 ， 得 4 。 你 要 把 16、 
8 和 4 加 起 来 ， 得 28。 你 要 取 6 的 三 分 之 一 ， 得 
2 。 你 要 取 28 的 两 倍 ， 得 56。 你 看 ， 它 等 于 56. 
你 可 以 知道 它 是 对 的 。” 这 段 文字 禾 述 。 如 果 改 
用 现在 的 数学 符号 ， 可 以 简洁 地 表达 成 


V =Ë ea +ab+b*), 


其 中 V 是 四 楼 人 台 的 体积 ， 楼 全 的 两 个 底面 是 边 
长 为 < 和 5b 的 正方 形 ， 楼 台 的 高 为 h. 在 本 题 中 = 
6,4=4， b=2。 这 是 一 个 完全 正确 的 公式 。 现 在 
的 中 学 生 在 高 中 一 年 级 十 学 期 才学 习 楼 人 台 体 积 的 
计算 ， 这 时 早已 学 完 平面 几何 ， 立 体 几何 的 学 习 
也 已 接近 尾声 。 但 是 在 所 史上， 楼 台 体 积 计算 却 
成 为 最 时 见于 文字 记载 的 几何 内 容 之 一 。 


另 一 方面 ， 古 代 埃 及 人 进行 几何 计算 的 法 则 
也 并 不 完全 正确 ， 例 如 ， 他 们 在 一 个 庙宇 的 墙 上 
刻 着 一 个 捐献 给 店 宇 的 田地 才 。 这 些 田 地 一 般 有 
四 条 边 。 铭文 中 计算 四 边 形 田地 面积 的 方法 ， 用 
现在 的 符号 可 以 写成 


其 中 心 是 四 边 形 的 面积 ，a 和 是 四 边 形 前 一 双 对 . 


边 ，c 和 d 是 男 一 双 对 边 ， 对 于 边 长 为 4、.b、c 的 三 
角形 田地 ， 他 们 认为 =0, 因 而 


g at) c 


2 2° 


这 些 法 则 即使 看 成 近似 公式 ， 误 差 往 往 也 很 大 .。 

古代 巴比伦 人 把 他 们 的 数学 资料 刻 成 泥 版 的 
形式 、 现 在 保存 的 泥 版 中 ， 较 早 的 一 些 是 公元 前 
2000 年 左右 的 ， 大 部 分 是 公元 前 600 年 到 公元 300 
年 间 制 成 的 。 这 些 泥 版 主要 研究 算术 和 代数 ， 只 
在 解决 实际 问题 时 搞 一 点 几何 。 他 们 收集 了 一 些 
计算 简单 平面 图 形 面积 和 简单 立体 体积 的 法 则 ， 
知道 了 三 角形 的 相似 ， 以 及 相似 三 角形 的 对 应 边 
成 比例 的 性 质 。 在 一 块 制作 于 公元 前 2000 年 左右 
的 泥 版 二， 刻 着 一 个 特别 的 数 表 , 根据 专家 考 
iE, PHM T+ HAAR, 即 满 a+ 


NS 
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=c 的 自然 数组 4.b.c， 据 此 ， 有 人 认为 ， 可 能 
巴比伦 人 已 经 知道 了 勾 股 定理 ， 甚 至 还 可 能 知道 
了 求 勾 股 孩 数 的 一 般 公 式 。 当 然 这 只 是 一 种 推 
测 。 巴 比 伦 人 在 儿 何 问 题 中 的 图 形 画 得 并 不 精 
致 ， 计 算法 则 也 未 必 正 确 。 他 们 为 着 解决 某 些 物 
理 问题 而 计算 的 体积 ， 有 些 算 对 了 ， 有 有 些 算得 不 
对 。 

无 论 从 古代 埃及 的 草 片 或 是 巴比伦 的 泥 版 ， 
都 找 不 到 有 关 推 理论 证 的 记载 。 所 采用 的 计算 几 
何 量 的 法 则 ， 都 是 通过 数字 计算 的 具体 例题 表现 
出 来 的 。 有 些 问题 虽然 涉及 的 道理 比较 复杂 ， 记 
用 的 公式 却 完全 正确 ， 另 一 些 问题 虽然 涉及 的 道 
理 相 对 地 简单 一 些 ， 所 用 的 计算 法 则 却 未 Ws E 
确 。 有 些 法 则 在 某 种 情形 下 是 较 好 的 近似 ， 而 在 
另 一 些 情 形 下 产生 较 大 的 误差 。 把 这 些 现象 联系 
在 一 起， 自然 会 得 出 一 个 结论 ， 在 古代 的 埃及 和 
巴比伦 ， 人 们 都 是 从 社会 实 路 过 程 中 逐步 归纳 、 
总 结 出 一 些 计算 法 则 ， 用 来 解决 当时 过 到 的 实际 
计算 问题 ， 边 试 算 ， 边 改进 。 如 果 一 个 法 则 试 算 
的 结果 与 实际 情形 相符 ， 便 认为 有 充分 理由 继续 
加 以 采用 。 | 

在 吉 代 的 中 国 ， 从 现存 的 一 些 较量 的 数学 书 
着 来 看 ， 几 何 知识 的 积 黑 ， 也 是 来 源 于 社会 实践 
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的 推动 。 天 文 观 测 、 兴 修 水 利 、 丈 量 田亩 等 ， 都 
促进 了 几何 学 的 发 展 。 在 《 周 体 算 经 》、《 九 章 
算术 》 等 书 中 ， 往 往 也 是 通过 具体 数字 计算 问题 
反映 出 当时 人 们 上 所 掌握 的 几何 知识 ， 后 代 人 注释 
这 些 书 时 ， 才 补 出 有 关 定 理 的 证 明 。 但 是 中 国 古 
代 的 数学 有 着 自己 的 特点 、 在 约 于 公元 前 二 世纪 
REH (IRRA p, EARRA F HA 
ARJ, 28H MAOR HE fe = A OR RNA 
长 的 一 般 方 法 ，“ 勾 、 股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 歼 
之 ”。 用 现在 的 符号 写 出 来 ， 就 是 
c=/at+P, 

其 中 & 和 2 是 两 条 直角 边 的 长 度 ，c 是 斜 边 长 .生活 
在 公元 前 四 、 五 世纪 的 黑子 ,在 他 的 著作 《县 
经 》 中 ， 甚 至 试图 对 一 些 儿 何 概念 给 出 逻辑 的 定 
闵 。 其 中 ， 关 于 两 线段 相等 、 线 段 的 中 点 、 贺 周 
SRS. OG. LR. Ain, KTH 
FARE XM FEE 

m, ShARH. ” 

“A” i. ERZA. MERRE 
语言 ， 意 思 就 是 ， 图 周 是 到 一 个 中 心 点 有 相等 距 
离 的 点 所 构成 的 图 形 。 

(BZ PEAT -DERDE “N, 
或 有 前 不 容 尺 也 ”， 意 轧 是 ， 用 一 条 线段 去 量 另 
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一 条 线段 ， 总 有 量 到 不 够 继续 往 前 量 的 时 候 。 这 
里 的 “ 尺 ”， 是 《起 经 》 中 对 线段 概念 采用 的 
术语 。 两 千 多 年 以 后 ， 德 国 数学 家 希 A 特 提 
则 的 一 套 几 和 何 学 公理 系统 中 ， 有 一 条 阿 基 米 德 
公理 ， 与 《时 经 》 中 的 上 述 命 题 实质 上 完全 相 
ml. 

<E) M AMAA h ie — AER 
述 ， 表 明 我 国 至 少 在 公元 前 五 世纪 以 后 ， 就 已 开 
始 对 几何 学 中 的 某 些 关于 共性 的 问题 产生 兴趣 ， 
不 再 局 限于 对 具体 几何 计算 问题 的 逐个 讨论 。 造 
成 这 种 转变 的 原因 ， 可 能 是 由 于 我 国 在 春秋 成 国 
时 代 社 会 剧烈 变动 ， 诸 子 百 家 各 树 一 帆 ， 各 个 学 
派 为 了 发 展 自 己 的 学 说 ， 纷 纷 对 从 社会 实践 中 观 
察 、 了 解 到 的 大 量 现象 进行 深入 的 思考 、 分 析 ， 
研究 事物 的 内 在 的 客观 规律 ， 从 感性 认识 上 和 姑 为 
理性 认识 ， 

对 几何 学 进行 全 面 而 深刻 的 研究 ， 使 之 发 展 
成 为 一 门 独立 的 理论 学 科 ， 这 一 历史 性 的 转变 ， 
是 在 古代 希腊 完成 的 。 特 别 是 政 玫 里 得 编著 的 
《 刀 何 原本 》”， 蚌 儿 何 学 史上 的 一 个 里 程 碑 。 自 
从 《几何 原本 》 问 世 以 来 ， 两 千 多 年 间 ， 已 发 行 
一 于 多 种 版 本 。 很 多 国家 的 中 学 平面 几何 和 立体 
几何 课本 ， 至 今 仍 是 按照 《几何 原本 》 定 下 的 基 
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调 编写 的 。 

BERET OLARE) Wl Aii- 
个 使 无 数 人 困惑 和 兴奋 的 著名 问题 一 一 欧 儿 里 得 
第 五 公设 问题 。 


二 《几何 原本 》 和 第 五 公设 
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\ 


TT EF, 
FKE ŻAL. 
RK) ARA: 《 旱 发 性 下 》 


关于 欧 几 里 得 的 生平 ,人们 知道 得 很 少 , 只 有 


2—1 欧 几 里 得 
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一 个 情况 是 相当 肯定 的， 在 公元 前 300 年 左右 ， 
欧 几 里 得 生活 在 亚历山大 里 亚 城 ， 并 在 那里 讲 
学 。 还 知道 欧 几 里 得 可 能 是 在 柏拉图 的 学 院 里 接 
受 教育 . i R 
关于 《几何 原本 》， 也 有 一 些 不 清楚 的 地 
方 。 战 争 贷 灭 了 古代 希腊 的 大 图 书馆 ， 使 大 量 珍 
HRF ROR AR. LBA AS AP E 
HARF. PF 《几何 原本 》 早 已 流传 出 去 ， 所 
以 后 来 在 公元 四 世纪 时 ， 亚 历 山 大 里 亚 城 的 泰 身 
RAG Ht CLARY HENE., RAR 
还 通过 讲课 来 传播 《几何 原本 》。 泰 奥 租 的 修订 本 
和 讲稿 思 转 流传 下 来 ， 成 为 后 来 研究 《几何 原 
本 》 内 容 的 一 项 重要 依据 。 结 合 从 其 他 渠道 流传 
下 来 的 手稿 译本 、 评 注 和 各 种 有 关 资 料 ， 互 相 参 
照 ， 互 相 印 证 ， 才 使 现在 的 人 们 能 够 了 解 《 几 何 
AY WSR. ARS. ArT Sas 
存疑 的 地 方 。 很 难 完全 搞 清 楚 何 时 、 何 地 、 何 人 
FET Oba, WRIA RIL BBS «UR 
本 》 的 目的 ， 有 人 认为 这 是 写 给 数学 家 看 的 学 术 
著作 ， 另 一 些 估 则 认为 是 给 学 生 编 写 的 课本 。 
在 《几何 原本 》 的 各 种 现 有 版 本 中 ， 一 般 感 
到 数学 史家 希 思 的 版 本 最 值得 信赖 。 在 数学 史家 
海 伯 格 和 镍 思 对 欧 几 里 得 著作 深入 研 究 的 基础 
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上 ， 希 思 把 《几何 原本 》 全 文 《13 卷 ) 翻译 成 英 
文 ， 并 且 添 上 长 长 的 引言 种 评注 ， 合 订 成 三 册 ， 
有 些 版 本 的 《 儿 何 原本 》 有 15 卷 ， 增 如 的 两 卷 是 
BASH, 

《几何 原本 》 的 中 文 译 本 ， 分 两 次 出 完 ， 跨 
越 两 个 朝代 ， 廊 时 二 百 多 年 。 前 六 卷 在 1607 年 出 
版 ， 由 明代 的 徐光启 (1562~1633) 和 意大利 人 
Fl FSS (1529~1610) 合 译 ， 后 九 卷 在 1858 年 出 
版 ， 由 清 代 的 李 善 兰 (1811 一 1882) 和 英国 传教 士 
FAEH a~n A. PRA A R 
本 ”二 字 ， 当 然 不 是 指 原 来 的 版 本 ， 而 是 指 “ 原 
理 ”， 相 当 于 英文 版 本 的 书 名 《Elmentsy。 至 于 
“原本 ” 前 面 的 “几何 ”二 字 ， 则 是 徐光启 在 翻 
译 时 如 上 去 的 。 由 于 在 中 译本 问世 以 后 ， 又 出 现 
了 更 好 的 希 思 版 本 。 所 以 我 们 以 下 的 讨论 将 以 希 
思 的 英文 版 本 为 依据 . 

在 《几何 原本 》 的 第 一 卷 中 ， 首 先 列举 了 23 
个 定义 ， 接 着 规定 5 条 公设 和 5 条 公理 ， 最 后 论 
述 48 个 命题 。 落 名 的 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 就 是 这 
五 条 公设 中 的 最 后 一 条 。 5 条 公设 的 全 文 如 下 ， 

公设 

1. 从 任 一 点 到 人 性 一 点 可 作 直 线 。 

2。 可 特有 限 直 线 不 断 地 洛 直 线 延 长 。 


F 


16 


3. THE Pastors RM, 

4。 所 有 直角 披 此 相等 。 

5。 若 两 条 直线 被 一 直线 微 得 的 一 组 同 侧 内 
角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 若 适 淄 延 长 这 两 条 直线 ， 
必 在 和 小 于 二 上 直角 的 一 侧 相 交 。 

把 这 五 条 公设 互 要 比较， 立刻 就 会 发 现 ， 前 
面 四 条 公设 都 非常 简单 明白 ， 只 有 第 五 条 公设 比 
较 复 杂 ， 要 交待 得 很 细致 ， 才 能 把 条 件 和 结论 完 
全 说 清楚 . 

是 不 是 殉 几 里 得 本 来 就 觉得 公设 和 公理 应 该 
有 简 有 每， 池 简 单 的 放 在 前 面 ， 复 杂 的 放 在 后 
面 ， 体 现 由 简 到 繁 的 原则 呢 ? 后 面 的 五 条 公理 是 
不 是 比 公设 5 还 要 复杂 呢 ? 为 了 解答 这 个 疑问 ， 
我 们 接 下 去 看 看 《上 儿 何 原本 》 中 的 五 条 公理 。 

公理 

1， 学 于 同 量 的 量 梳 此 相等 。 

2. 等 量 加 等 量 。 总 量 作 相等 。 

3, FERFE, SEHWF. 

4, dk ESH EMF. 

5。 整 伟大 于 部 分 。 

这 五 条 公理 都 与 前 四 条 公设 一 样 的 简单 到 极 
点 ， 只 有 公设 5 显得 那样 碍 眼 。 平 心 而 论 ， 公 设 
5 的 命题 也 不 能 算 十 分 复杂 。 人 得 是 把 它 与 那 另 外 
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九 个 简单 透顶 的 命题 放 在 一 起 ， 就 显得 极 不 相 
称 。 
五 条 公理 对 形 利 数 都 适用 ， 五 条 公设 是 专门 
讨论 形 的 。 有 关 形 的 简单 浅显 命题 俯 抬 即 是 ， 为 
什么 欧 几 里 得 偏偏 看 中 这 样 一 条 第 五 公设 呢 ? 

为 了 揣摩 欧 几 里 得 的 意图 ， 我 们 不 妨 接着 再 
往 下 看 -- 段 《几何 原本 》 的 文字 ， 

命题 1 在 已 知 有 限 直 线 上 作 一 个 等 边 三 角 


图 2 一 2 


RAB 是 已 知 的 有 限 直 线 ， 

来 作 一 个 在 直线 入 B 上 的 等 边 三 角形 . 

ors A fess RABY BCD, [公设 31 

Ai + ws B fore BBA MACE, CAH 33 

从 两 图 的 交点 局 到 点 A, BACA, 
CB, 5 公设 13 
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现在 ， 因 为 点 所 是 贺 CDB 芍 中 心 ， 所 以 AC 
FAB, CH R159 

又 因为 点 如是 回 CAE 的 中 心 ， 所 以 BC+ 
BA, | C# X15) 

但 是 又 已 经 证 明了 CA FAB, HALRA 
CA,CBax + FAB, 

而 等 于 同 量 的 量 也 彼此 相等 。 [公理 1 

所 以 CA 了 志 等 于 CB， 

所 以 三 条 直线 CA、AB,BC 彼 此 相 苇 。 

所 以 三 角形 ABC 是 等 边 三 角形 ， KLER 
作 在 已 知 直线 4B 上 的 。 

这 正 是 所 有 要 作 的 。 

容易 君 出 ， 命 题 1 是 一 个 作 图 题 ， 它 的 解答 
过 程 可 以 明显 地 划分 出 已 知 、 求 作 ，、 人 作法、 证 明 
四 个 步骤。 在 叙述 作法 和 证 明 过 程 时 ， 每 一 步 都 
力求 举 出 所 引用 的 逻辑 依据 。 这 里 引用 的 依据 有 
公设 3 、 公 设 1 、 公 理 1 ， 还 有 定义 15 (ME © 
义 》。 如 果 现 在 的 一 位 初中 二 年 级 学 生 能 把 几何 
作业 写 得 这 样 层次 分 明 ， 数 学 老师 便 可 以 感到 相 
当 满 意 了 。 当然 也 有 让 数学 老师 第 眉头 的 地 方 ， 
郊 就 是 在 所 有 应 该 说 “线段 ”的 场合 ， 这 里 都 没 
有 说 “线段 ”， 而 是 一 会 儿 说 “直线 ”， 一 会 儿 
说 “有 限 直 线 ”。 但 是 对 于 《几何 原本 》 来 说 ， 


-一 一 一 -一 一 一 一 一 tee eee 
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这 样 狼 述 ， 在 逻辑 上 是 无 可 非议 的 。 在 《几何 原 
本 》 第 一 卷 的 23 个 定义 中 ， 并 没有 术语 “线段 ” 
而 只 定义 了 “直线 > ， 并 且 “ 直 线 ” 的 定义 也 与 
我 们 现在 不 同 。 它 的 前 面 四 个 定义 是 这 样 的 ， 

定义 

1。 点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 。 

2。 线 是 没有 宽度 的 长 度 。 

3. -R ARR! 

4。 直 线 是 同 它 自己 上 面 各 点 看 齐 的 线 。 

定义 4 使 我 们 想起 用 眼睛 沿 一 直线 向 前 看 的 
实际 情形 ， 甚 至 想起 体育 老师 的 口令 ，“ 向 前 看 
齐 ! ”也 许 当初 这 个 定义 就 是 这 样 从 实际 生活 中 
仔细 观察 思考 以 后 所 炼 出 来 的 。 值 得 注意 的 是 ， 
从 定义 4 看 出 ，《 几 何 原本 》. 里 的 “直线 ”首先 
要 是 一 条 “ 线 ? ， 而 从 定义 SRM, CLR 
本 》 里 的 一 条 ” 线 ? 是 有 两 个 端点 的 ， 所 以 《几何 
原本 》》 中 的 “直线 ?” ， 就 是 现在 几何 课本 里 的 线 
段 ， 它 的 长 度 总 是 有 限 的 。 在 需要 考虑 尽量 伸展 
的 情形 时 ， 就 用 “延长 *” 来 弥补 。 在 需要 特别 强 
调 长 度 有 限 的 时 候 ， 就 说 “有 限 直 线 ”， 

在 23 个 定义 中 ,也 没有 定义 圆 的 半径 ,而 只 定 
义 了 圆 、 圆 的 中 心 和 直 色 ,所 以 在 谈 到 作 同 时 ， 才 
采用 “ 取 中 心 A 和 距离 AB 作 贺 BCD” 之 类 的 说 法 。 
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总 之 ， 在 研究 命题 1 MR, ASTER 
出 现在 它 前 面 的 知识 ， 包 括 定义 、 公 设 和 公理 ， 


` -- 且 命题 1 解决 以 后 ， 它 就 成 为 一 个 基本 作 图 


题 ， 可 供 研究 在 它 后面 的 命题 时 引用 。 事实 上 ， 
在 研究 命题 2 时， 除去 引用 公设 和 公理 而 外 ， 就 
己 引 担 了 命题 1 的 作 图 ; 而 在 研究 命题 3 时 ， 又 
引用 了 公设 、 公 理 、 定 义 和 命 题 2 。 如 此 继续 ， 
以 后 的 各 个 命题 中 ， 有 些 是 基本 作 图 版 ， 有 些 是 
定理 ， 研 究 每 个 命题 时 ， 都 只 引用 它 前 面 的 内 
X. 

23 个 定义 中 ， 有 些 定 义 只 是 描述 性 的 ， 例 如 
“点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 ”， 这 样 的 定义 对 论 
证 没有 什么 帮助 ， 因 市 在 研究 命题 时 用 不 着 引用 
它们 。 但 是 五 条 公设 和 五 条 公理 在 研究 命题 时 都 
被 引用 了 。 对 各 条 公设 或 公理 最 先 被 哪 一 个 命 古 
引用 进行 统计 ， 结 果 得 到 下 页 一 个 有 趣 的 表格 。 

从 这 个 统计 表 看 出 ， 公 设 1 、2 、 3 和 公理 
1、3、4 很 旱 就 被 引用 公设 4 和 公理 2 、5 
引用 得 比较 迟 ， 公设 5 引用 得 特别 述 。 

如 此 看 来 ， 公 设 5 就 更 加 值得 怀疑 。 是 否 欧 
儿 里 得 不 太 喜 欢 这 条 公设 ， 非 到 万 不 得 已 时 ， 不 
HAG? 或 者 ， 是 否 前 面 28 个 命题 都 太 简 单 ， 无 
需 第 五 公设 出 芭 ? 
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| 最 早 引 用 的 命题 


命题 1 


命题 1 的 内 容 ， 上 面 已 经 全 文 介绍 ， 倒 是 确 
实 非常 简单 ， 现 在 浏览 一 下 命题 2 一 28， 看 看 它 
们 的 难 易 程度 。 

命题 2 和 3 都 是 简单 的 基本 作 图 题 ， 命 题 4 
是 关于 由 两 边 夹 一 角 对 应 相等 判断 两 个 三 角形 全 
等 的 定理 。 命题 5 主要 讲 等 硬 三 角形 的 两 个 底 角 
WS. 命题 6 断言 ， 三 角形 中 ， 等 角 对 等 边 。 命 
题 7 实际 上 是 命题 8 的 预备 定理 。 命 题 8 是 由 三 
边 对 应 相等 判定 两 个 三 角形 全 等 的 定理 。 命 题 9 
是 基本 作 图 题 ， 作 角 的 平分 线 。 命 题 10 是 等 分 线 
AMER EA. Ml AAR bE AFERE 
线 。 命 题 12 从 直线 外 一 点 作 它 的 垂 线 。 命 题 13 断 
言 邻 补 角 之 和 为 二 直角 。 命 题 14 断 言 ， 落 两 角 之 
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和 为 二 直角 ， 有 一 公共 边 及 公共 顶点 ， 旦 另外 的 
边 位 于 公共 边 异 俩 ， 则 它们 互 为 反 向 延长 线 。 傅 
题 15 断 言 对 顶 角 相等 。 命 题 16 断 言 三 角形 的 外 角 
大 手 不 相 邻 的 内 角 。 命 题 17 断 言 ， 三 角形 的 尾 意 
两 个 内 角 之 和 小 于 二 直角 .命题 18 断 盲 ， 三 角形 
中 ， 大 边 对 大 角 。 命 题 19 断 言 ， 三 角形 中 ， 大 角 
对 天边。 命题 20 断 言 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 
边 。 命 题 21 的 大 意 是 ， 如 果 两 个 三 角形 有 公共 底 
边 ， 并 且 前 一 个 三 角形 的 第 三 个 顶点 在 后 一 个 三 
角形 的 内 部 ， 则 前 者 的 周 长 较 小 ， 顶 角 较 大 。 命 
题 22 研 究 已 知 三 边 长 度 作 三 角形 。 命 题 23 是 作 一 
个 角 等 于 已 知 角 , 命题 24 源 育 ， 若 两 个 三 角形 有 
两 边 对 应 相等 ， 但 灾 角 不 等 ， 则 夹 角 大 者 对 边 也 
k. 命题 25 是 命题 24 的 道 定理 。 命题 26 是 由 两 角 
带 一 边 对 应 相等 判定 两 个 三 角形 全 等 的 定理 。 命 
题 27 是 由 内 错 角 相等 判定 两 直线 平行 的 定理 。 命 
题 28 是 由 同位 衣 相 等 或 同 侧 内 角 互 补 判定 二 直线 
平行 的 定理 . 

以 上 28 个 命题 中 ， 包 含 很 多 重要 的 定理 和 基 
本 作 图 题 ， 其 中 不 少 命题 的 证 明 过 程 都 比 命题 29 
MEW BZ, HLT, AMT eT BAR 
5 的 原因 ， 并 不 是 这 些 命 题 太 简 单 ， 而 是 由 于 欧 
几 里 得 尽量 把 不 用 公设 5 的 命题 往 前 排 。 直 到 第 
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29 个 命题 ， 已 经 非 用 第 五 公设 不 可 ， 才 无 可 奈何 
地 让 它 露 面 . 
命题 29 究 党 是 怎样 的 呢 ? 为 什么 它 的 证 明 过 
牧 一 定 要 引用 欧 几 里 得 第 五 公设 呢 ?、 
看 来 有 必要 和 仔细 研究 一 下 《几何 原本 》 中 命 
题 29 及 其 证 明 过 程 的 全 文 ， 现 在 把 它 抄 录 如 下 。 
命题 29 ”一 直线 截 平行 直线 所 得 的 内 错 前 相 
等 ， 同 位 角 相 等 ， 同 侧 内 角 之 和 等 于 二 直角 ， 
设 直线 EF 截 平 行 直线 AB,CD， 


图 2 一 3 


RR. LHW ABA AGH,GHD iF; À 
EGB 等 于 它 的 同位 角 GHD， 同 侧 内 角 BGH, 
GHD 的 和 等 于 二 直角 . 

A, e+ RARAGHARSTAGHD, yw 
A—PEK, 

&MAGHRK, 

把 两 个 角 剖 加 上 角 BGH， 
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mañ AGH, BGH xfei tf BGH, 
GHD =.#e, 
422 f AGH 5BGH2 fF =— AAs 
(命题 13》 
VA BGH GHD 之 和 小 于 二 直角 . 
SAM MAM Seb TAH MAAR Ris S 
延长 必定 相交 # 
《公设 5) 
Fit RE HEK ABLCD, Mewes 但 
是 它们 不 相交 ， 因 为 根据 假设 ， 它 们 是 平行 前 。 
Mx A AGHHARSEFAGHD, NAAT 
nF. 
LA AMRAGHETAMEGB, (4 M5) 
所 以 角 EGB 也 等 于 角 GHD.。 (421) 


把 这 两 个 角 都 加 上 角 BGH， 
i i ffEGBS BGH 之 和 等 于 角 BGH 与 
GHD2Z e. 《公理 2) 
42 2 REGBS BGH2 fef FA As 
( # 3413) 
Pe ABGHS GHDAFfLETFAOIAR. 
证 完 


命题 29 是 熟知 的 平行 线性 质 定理 。 有 了 平行 
线 的 性 质 定理 ， 连 同 命 题 27、28 中 的 平行 线 判 定 
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定理 一 起 ， 就 能 进一步 证 明 许 许多 多 的 新 定理 ， 
解决 各 种 各 样 的 作 图 题 。 公设 5 在 《几何 原本 》 
中 引用 得 很 少 ; 第 一 次 引用 ， 就 是 证 明 这 样 一 个 
关键 性 的 重 变 定理 。 骂 怕 仅 仅 为 了 这 一 次 应 用 就 
专门 提出 这 条 第 五 公设 ， 也 是 值得 的 ， 

根据 数学 史家 的 考证 ，《 儿 何 原 本 》 中 的 大 
部 分 内 容 ， 在 欧 几 里 得 以 前 都 已 经 知道 ;但 是 这 
一 条 第 五 公设 却 是 欧 几 里 得 自己 提出 的 。 

哆 几 里 得 提出 第 五 公设 的 里 的 ， 是 否 正 是 为 
了 证 明 平 行 线性 质 定理 ? 

要 解 开 这 个 疑 团 ， 需 要 对 命题 29 的 证 明 作 更 
仔细 的 分 析 。 为 此 ， 又 需要 了 解 ， 《几何 原本 
中 的 “平行 线 ” 的 概念 ， 是 否 与 我 们 现在 所 理解 
的 相间 。 

查 一 查 《 几 何 原本 》 第 一 卷 中 的 23 个 定义 ， 
发 现 平 行 线 的 定义 名 列 最 后 ， 定 义 全 文 如 下 ， 

23. 平行 直线 是 这 样 的 一 些 直 线 ， 它 们 在 同 
一 -平面 和 内， 并 且 不 管 怎样 往 两 个 方向 廷 长 ， 披 此 
在 每 个 方向 上 都 不 相交 。 

这 个 定义 ， 从 字面 上 看 起 来 ， 似 乎 与 我 们 现 
在 的 平行 线 定义 差不多 ， 实 际 上 却 有 微妙 的 区 
别 。 轩 为 我 们 已 经 知道 ，《 几 何 原 本 》 中 的 所 请 
“直线 ”， 都 是 有 限 长 的 ， 相 当 于 我 们 现在 的 线 
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Et. FEL, OLEE) hi ORT HR?» X 
Rhea PPT EMRE, WEAR. Al 
此 《几何 原本 》 中 定义 “平行 直线 ”时 ， 不 能 象 我 
们 现在 这 样 定义 成 “同一 平面 内 没有 公共 点 的 直 
线 ”， 而 必须 通过 延长 后 的 情况 来 定义 。 而 在 说 
- 到 延长 时 ， 用 词 又 很 赣 慎 ;不 是 说 “无 限 延 长 ” 
(produced infinitely ,而 是 说 “不 管 怎样 延 
K” (produced indefinitely) 。 既 然 把 “直线 ” 
都 看 成 是 有 限 长 的 ， 记 以 延长 以 后 仍 是 有 限 长 
的 。 周 一 平面 内 的 两 条 “直线 ”， 不 管 往 两 边 延 
长 到 怎样 的 有 限 长 度 ， 在 每 一 边 都 不 相交 ， 自 然 
永远 也 不 会 有 交点 了 。 这 是 典型 的 “从 有 限 看 无 
限 ” 的 思想 方法 。 想 要 说 无 限 长 ， 却 不 区 把 “无 
R PUPS ULM, MEH: PP EE 
个 有 限 长 度 4， 它 都 比 9 长 。 在 《 儿 何 原本 》 中 ， 
总 是 尽量 回避 “无 限 ”。 不 但 线 是 有 限 长 的 ， 面 
也 是 有 限 大 小 的 。 人 大 们 记 能 确实 了 解 的 ， 毕 竟 是 
有 限 大 小 范围 内 的 事物 ， 说 到 “无 限 ”， 便 包含 
一 种 想象 的 成 份 。 有 限 铺 形容 易 控 制 ， 无 限 情 形 
却 难以 驾驭 。 但 是 很 多 问题 又 迫使 人 们 不 得 不 同 
“无 限 ” 打 交道 ， 于 是 就 产生 了 “从 有 限 和 看 无 
有限” 的 巧妙 想法 ， 

研究 两 条 平行 直线 的 性 质 ， 不 管用 什么 方法 


i i 
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如 免 说 到 “无 限 ” 的 字样 ， 实 质 上 总 是 要 考虑 两 
直线 无 限 延长 而 永 不 相交 这 一 本 质 属 性 。 而 对 两 
条 相交 直线 ， 情 况 就 要 好 得 多 ， 因 为 不 管 它们 相 
交 于 多 么 远 的 地 方 ， 毕 竞 交点 是 在 有 限 大 小 的 范 
围 里 面 ， 于 是 ， 在 “从 有 限 看 无 限 ” 的 原则 下 
面 ， 自 然而 然 地 产生 了 “从 相交 看 平行 ”的 研究 
方法 . 

命题 ?9 的 证 明 过 程 表 明 ， 欧 几时 得 第 五 公设 
正 是 “从 相交 看 平行 ”的 产物 ， 

为 什么 这 样 说 呢 ? 我 们 记得 ， 命 题 29 是 研究 
平行 线 的 性 质 的 。 这 个 命题 可 以 分 成 三 个 较 小 的 
命题 

(4) 车 两 直线 平行 ， 则 内 错 角 相等 ; 

Cb) 若 两 直线 平行 ， 则 同位 角 相 等 ， 

(0) 车 两 直线 平行 ， 则 同 侧 内 角 互 补 ， 

证 明了 命题 (a) (5) CC) 中 的 任何 一 个 ， 立 刻 
就 能 推出 另外 两 个 。 《几何 原本 》 从 命题 (Q) 着 
P, 已 知 两 直线 平行 ， 从 这 个 条 件 能 推出 些 什么 
来 呢 ? 根据 平行 线 的 定义 ， 这 个 条 件 意味 着 不 管 
怎样 把 这 两 条 直线 向 两 边 延 长 ， 都 不 可 能 相交 。 
不管 怎样 ”? 这 可 不 好 控制 。 这 平行 的 条 件 真 
有 点 麻烦 ， 假 如 不 是 研究 平行 ， 而 是 研究 相交 ， 
也 许 顺 和 手 一 些 ， 用 反 证 法 ! 只 要 证 明 下 面 的 命 
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题 ， 
(a) 若 内 错 角 不 等 ， 则 两 直线 相交 。 
命题 (Q) ' 只 涉及 相交 直线 ， 似 乎 容易 控制 一 
些 。 当 内 错 角 不 等 的 时 候 ， 丙 直线 怎样 相交 呢 ? 
肯定 是 相交 在 同 全 内 第 之 和 小 于 二 直角 的 那 一 
边 。 假 定 内 错 角 不 等 立刻 就 能 推出 必 有 一 组 同 
MA Hz ADT oH A. 


E 
A 
G 
d 
`~ 
C er 


: 图 2—4 

可 是 ， 当 有 一 组 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直角 
时 ，、， 是 否 两 直线 一 定 相 交 呢 ? 看 来 这 是 对 的 ， 邑 
SE RK WA BARBED HSC, TH WE HK A 
后 ， 也 一 定 会 在 小 于 二 直角 的 一 侧 相 交 。 不 过 ， 
要 寻找 这 个 事实 的 逻辑 根据 ， 还 真 不 大 容易 。 今 
天 想 ， 明 天 想 ， 后 天 也 想 ， 实 在 想 不 出 。 算 了 ， 
看 来 这 个 事实 一 定 不 可 能 从 前 面 的 命题 、 定 义 、 
公理 和 其 他 公设 推出 来 。 应 谈 承 认 这 个 事实 ， 拒 
它 列 为 一 条 公设 。 前 面 已 经 有 了 四 条 公设 ， 这 一 
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条 应 该 名 列 第 五 。 于 是 就 有 了 第 五 公设 。 

不 知道 两 千 多 年 以 前 的 欧 几 里 得 是 否 这 样 想 
过 ， 不 过 这 样 的 思路 确实 是 十 分 顺畅 自然 的 。 为 
THAR LAA RERN AR, WT 
回避 无 限 ， 从 有 限 看 无 限 、 从 相交 看 平行 ， 在 证 
明 平行 线性 质 定理 的 时 候 ， 很 多 人 都 会 不 约 而 同 
地 想起 攀 几 里 得 第 五 公设 . 

反 证 法 的 实质 ， 就 是 证 明 待 证 命题 的 着 否 命 
题 ， 若 原 结论 不 对 ， 则 原 条 件 将 会 不 对 。 《几何 
原本 》 中 证 明 命题 29， 是 从 内 错 角 着 手 ， 考 虚 命 
AG 的 逆 否 命题 a) '。 其 实 ， 如 果 是 先 有 公设 
5 ， 后 证 命题 29， 更 自然 的 想法 是 从 同 侧 内 角 着 
I, Sie BC) 的 道 否 命题 : 

() 若 同 侧 内 角 之 和 不 等 于 二 直角 ， 则 两 直 
线 相交 ， 

从 同 侧 内 角 之 和 不 等 于 二 直角 ， 可 知 必 有 一 
组 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 因 而 由 公设 5 得 出 
两 直线 相交 ， 

实际 上 ， 欧 几 正 得 第 五 公设 基本 上 就 是 道 否 
命题 (c)' ， 不 过 把 结论 搞 得 更 精确 些 ， 指 出 在 哪 
一 侧 相 交 而 已 ， 

越 是 对 政 几 里 得 第 五 公设 进行 深究 ， 越 发 引 
起 人 们 的 怀疑 ， 到 底 欧 几 里 得 第 五 公设 能 不 能 证 
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BA? 是 否 应 该 把 它 从 公设 中 清除 出 去 ? 
很 多 人 确信 ， 不 用 花费 很 多 力气 ， 就 能 证 明 
欧元 里 得 第 五 公设 。 
于 是 开始 了 试 证 第 五 公设 的 漫长 历程 。 


“三 试 证 第 五 公设 
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A BS Br tm He Ht, 
WARE +. 
(CR) BRIAR: «HAD 


公设 和 公理 ， 在 意义 上 虽 有 微妙 的 差异 ， 但 
是 总 的 看 来 ， 两 者 都 是 不 加 逻辑 论证 即 予 承认 的 
论断 ， 都 应 该 是 极其 浅显 明白 的 ， 其 正确 福 可 从 
人 类 长 期 实践 的 经 验 得 到 保证 。 所 以 ， 后 来 往往 
对 它们 不 加 区 别 ， 统 称 为 公理 。《 几 何 原 本 》》 中 
的 五 条 公设 和 五 条 公理 ， 总 起 来 就 是 十 条 公理 。 
试图 证 明 第 五 公设 ， 就 是 想 要 把 它 从 公理 表 中 捷 
掉 ， 从 公理 降 为 一 条 普通 的 定理 。 

公元 五 世纪 时 的 评论 家 Y S maa ao~ 
485) 曾经 十 分 明确 地 说 过 ，“ 这 个 公理 完全 应 
从 全 部 公理 中 剔除 出 去 ， 因 为 它 是 一 个 包含 许多 
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困难 的 定理 ”. | 

很 多 人 对 欧 儿 里 得 第 五 公设 提出 过 各 种 各 样 
的 “证 明 ”。 非 常 遗 憾 ， 在 这 种 场合 总 是 使 用 带 
有 引号 的 “证 明 ”， 因 为 所 有 这 些 “ 证 阴 ” 都 是 
经 不 住 推荐 的 ， 虽 然 论证 的 结果 是 导出 了 欧 儿 里 
得 的 第 五 公设 ， 但 是 在 论证 过 程 中 却 往往 不 知 不 
觉 地 引进 了 新 的 假设 。 所 以 ， 这 种 “证 明 ” 并 不 
减少 公理 的 总 数 ， 只 不 过 是 用 新 的 公理 来 代替 殉 
几 里 得 的 第 五 公设 而 已 . 

例如 ， 普 罗 克 和 鲁 就 曾经 提出 一 个 这 样 的 “证 
AR”, KEMP. 

首先 注意 ， 平 行 线 的 判定 定理 在 《几何 愿 
AY PRAT Als, TEEN, WASI 
用 公设 5 ， 所 以 ， 在 试 证 公设 5 的 时 候 ， 可 以 引 
用 平行 线 的 判定 定理 。 


图 3 一 1 
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如 图 3 一 1， 设 两 直线 4B 和 CD 被 直线 EF 
所 和 截 ， 所 得 同 侧 内 角 BGH 与 DHG 之 和 小 于 二 直 
角 。 想 要 证 明 直 线 4B 和 CD 相交 (交点 与 B,D 位 
于 直线 EF 向 侧 》. 


为 此 ， 过 如 点 作 
ZFGK =.-GHC, 
着 使 玉 与 刀 位 于 开 F 同 侧 ， 那 么 根据 平行 线 的 判定 
定理 ， 将 有 GE CD, MEREM, BA 
ZHGK+ <GHD= 2d, 
LHGB+ ~GHD<2d, 
^ “HGB<~HGEK, 


因此 直线 GK 和 AB 不 重合 ， 并 且 射 线 GB 位 于 
HGK 的 内 部 ， 在 射线 GB 上 取 点 M， 设 M 到 
直线 GK 的 距离 MN =h， 那么 当 居 沿 射 线 趋 过 
G 点 时 ，h 趋 于 0， 而 当 M 沿 GB 方向 无 限 远离 G 
点 时 ,hh 将 无 限 增 大 .所 以 在 MM 点 移动 的 过 程 中 ， 

必 有 一 个 时 刻 ， 使 得 等 于 两 直线 GK .CD 间 的 
距离 ， 因 而 这 时 M 将 落 在 直线 CDE, MMES) 
过 程 中 始终 保持 在 射线 GBE, Puz MME 
的 位 置 就 是 射线 GB 与 HD 的 交点 。 这 样 就 证 明 
T. WHR 4B.CD 必 相交 ， 且 交点 在 同 侧 内 角 
之 和 小 于 二 直角 的 一 侧 ， 证 完 。 
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Ty FL IK > “HERR” , MEM ob OR 
A, MEMBR RATA SMR. 
HEE PRAHA HERB ARABM CLR 
AY BABI BIR HE. PES + BE BED 
依据 的 ， 只 有 《六 和 何 原本 》 中 的 五 条 公理 和 前面 
四 条 公设 ， 以 及 由 它们 推出 的 命题 1 一 28。 按 照 
这 个 要 求 ， 重 新 检查 普罗 克 鲁 的 “证 明 ”， 结 果 
发 现 ， 所 引用 的 论据 中 ， 有 两 个 超出 允许 范 围 ， 
它们 是 : 

(A) 4 RS AMER ATA, 
动 点 到 和 角 的 另 一 边 的 距离 无 限 增 大 ， 

(BB) 两 平行 直线 闻 的 距离 是 有 限 的 。 

METAS. WRB, BCA 
利用 公设 1 全 4 和 公理 1 一 5 Sh, BC BM 
不 能 。 所 以 ， 普 罗 克 重 的 “证 明 ”， 实 际 上 是 引 
进 一 个 新 的 假设 tB) 去 代替 原来 的 哆 几 里 得 第 五 
公设 。 这 丝毫 也 不 能 说 明 可 以 把 欧 几 里 得 第 五 公 
BA GLARE) WARF MRH, 

但 是 也 不 能 说 这 种 “证 明 ” 劳 而 无 功 ， 还 是 
有 一 些 收获 ， 最 主要 的 是 搞 济 楚 了 ，、 命 题 (B) 是 
与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 。 这 里 所 谓 等 价 ， 意 
思 是 说 ， 它 们 两 个 可 以 在 《几何 原本 》 的 公理 者 
引 互 相 替 换 。 如 果 在 公理 1 一 5 和 公设 了 一 4 的 
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基础 上 ， 加 进 公 设 5 ， 就 能 按 通常 方法 证 明 命题 
(B); 而 如 果 在 公理 1 一 5 和 公设 1 一 4 的 基础 
上 ， 如 进 命 题 (B)， 就 能 按照 普罗 克 重 的 思路 证 
明 公 设 5. 

就 这 样 ， 普 罗 克 和 鲁 的 “证 明 ?” 虽然 没有 达到 
删除 欧 几 里 得 第 五 公设 的 目的 ， 却 得 到 一 个 副 产 
品 ， 如 果 采 用 “两 平行 直线 间 的 距离 是 有 限 的 ? 
作为 公理 ， 就 可 代替 欧 几 里 得 第 五 公设 。 

还 可 以 举 出 很 多 类 似 的 “证 明 ”， 都 犯 了 同 
样 的 毛病 ， 在 论据 中 引入 了 新 的 假定 。 自 然 ， 也 
常常 得 到 同样 性 质 的 副产品 ， 证 明了 可 以 采用 某 
个 新 的 公理 表 代 替 殉 几 里 得 第 五 公设 . 

在 各 种 与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 公理 中 ， 
流传 最 广 的 一 个 ， 是 现在 各 国 中 学 课本 里 常用 的 
平行 公理 ， 

在 平面 上 ， 过 直线 外 一 点 只 能 作 一 条 直线 与 
它 平行 。 

这 条 公理 是 普 雷 非 尔 C1748~1819) 在 1795 
年 提出 的 ， 通 常 叫 做 普 雷 菲 尔 公理 。 不过， 在 普 
雷 非 尔 之 前 ， 就 有 人 提出 了 这 个 公理 的 等 价 形 
式 。17869 年 ， 芬 恩 提 出 了 下 面 的 公理 : 

两 条 相交 直线 不 能 同时 平行 于 第 三 条 直线 . 

但 是 芬 思 也 不 是 最 早 提 出 这 条 公理 的 人 ， 普 
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驾 克 重 早 就 把 它 写 进 了 对 《几何 原本 》 第 一 卷 命 
题 31 的 注释 里 面 ， 并 且 正 是 采用 的 与 芬 恩 相 同 的 
MEFA. 

AEAEE (1752—1833) MEMEK 
并 里 得 《几何 原本 》， 先 后 发 行 12 版 ， 每 一 版 都 
有 附录 ，、 认 为 已 经 给 出 了 第 五 公设 的 证 明 ， 但 是 
每 次 都 有 缺点 ， 总 是 了 暗中 假定 了 一 些 不 该 假定 的 
东西 。 勒 让 德 发 现 了 一 个 很 重要 的 事实 : 利用 除 
第 五 公设 而 外 的 其 余 九 条 欧 风 里 得 的 公理 〈 包 括 
公设 )》， 可 以 证 明 ， 若 一 个 三 角形 的 内 和 角 和 为 二 
直角 ， 则 每 个 三 角形 的 内 角 和 都 等 于 二 直角 ; F 
一 个 三 角形 的 内 角 和 小 于 二 直角 ， 则 每 个 三 角形 
的 内 角 和 都 小 于 二 直角 。 此 外 ， 利 用 这 九条 公理 
可 以 推 出 ， 每 个 三 角形 的 内 角 和 不 能 大 于 二 直 
Ai. 

这 样 一 来 ， 只 要 假定 三 角形 的 内 角 和 为 二 直 , 
和 角 ， 就 能 推出 驳 几 里 得 第 五 公设 。 

但 是 ， 勒 让 德 没 有 能 够 从 公设 工 一 4 和 公理 
1 一 5 推出 三 角形 内 角 之 和 不 小 于 两 直角 ， 因 而 
不 能 推出 欧 几 里 得 第 五 公设 。 

英国 数学 家 瓦 雷 斯 〈1616~1703) 在 “证 
明 ” 欧 几 里 得 第 五 公设 时 ， 引 进 了 J 了 这样 一 个 假 
设 ; “对 于 任意 一 个 三 角形 ， 存 在 一 个 与 它 相 似 
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的 三 角形 ， 且 相似 比 等 于 任意 给 定 的 值 。” 意 大 
利 数学 家 萨 开 里 〈1667~1733) WE, ARE 
这 么 多 ， 只 要 假定 “存在 两 个 不 全 等 但 各 角 对 应 
相等 的 三 角形 ”就 能 了 。 但 是 不 管 假 定 得 怎么 
少 ， 总 是 引进 了 一 个 与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 
BE. 

72 Be EEE A 1 713~1765) 引进 的 假 
定 是 ，“ 滞 四 边 形 有 三 个 角 是 直角 ， 则 第 四 个 角 
.也 是 直角 。” 

类 似 的 工作 还 可 以 举 出 很 多 。 

从 欧 几 里 得 时 代 开 始 ， 就 有 人 试图 证 明 他 的 
第 五 公设 。 满 以 为 这 件 事 非常 简单 ， 不 过 是 举 手 
之 劳 ， 却 谁 料 历时 两 千年 仍 未 解决 。 在 这 两 千年 
间 ， 整 个 数学 的 面 角 已 经 焕然 一 新 ， 继 解析 几何 
和 微 积 分 泛 生 以 后 ， 新 的 数学 分 支 纷纷 脱 颖 而 
出 。 很 多 数学 察 创 立 了 复杂 艰深 的 数学 理论 ， 无 
数 困 难 问题 得 到 解决 .但 是 人 们 在 这 个 看 上 去 极 
其 箭 单 的 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 面前 ， 却 仍然 一 
筹 莫 展 ， 大 数学 家 们 也 不 能 例外 。 这 件 事 说 起 来 
真 叫 人 糊 饮 ， 法 国 数学 家 达 遍 贝尔 (1717~ 人 1783) 
在 17539 年 说 ， 欧 几 星 得 第 五 公设 问题 是 “几何 原 
理 中 的 家 丑 ”， l ` 

HARREI GA AAAA, ko 
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. 完 思 路 ， 深 入 钻研 下 去 ， 光 明 就 在 前 头 . 
转机 终于 到 来 。 非 欧 几 何 的 发 现 ， 使 研究 欧 
见 里 得 第 五 公设 的 人 们 和 惊 旋 不 已 。 


发 现 非 欧 几 何 
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THARF E, 
歇 尽 狂 沙 始 到 金 。 
CH) SUB, CHER» 


ER- HRB HR, MRA EH 
屡 攻 不 克 ， 训 会 想到 试 一 试 反 证 法 的 效果 如 何 。 

在 我 们 试图 证 明 某 个 狂想 的 时 候 ， 如 果 使 尽 ， 
各 种 招数 仍 无 进展 ， 就 会 想到 查 一 查 这 个 猜想 本 
身 有 没有 毛病 。 

历史 上 ， 试 证 第 五 公设 的 人 人 们 也 曾 有 过 这 两 
种 体验 ， 并 且 正 是 这 些 朴 素 的 想法 把 钦 几 里 得 第 
五 公设 的 研究 终于 引 上 了 正确 的 轨道 。 

意大利 的 教授 和 教士 萨 开 里 很 月 耐心 地 用 反 
证 法 试 证 第 五 公设 .现在 问题 的 条 件 是 《几何 原 
本 》 中 的 公设 1 ~ 4 和 公理 1 ~ 5 ， 想 要 证 明 公 
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设 5 .为 此 ， 可 假定 公设 5 或 其 等 价 命题 不 对 ， 
希望 能 由 此 推出 矛盾 来 。 

做 这 件 事 确实 需要 有 极 大 前 而 心 。 因 为 ， 洛 
着 这 条 思路 推 证 下 去 ， 可 以 一 个 接着 一 个 地 导出 
无 数 新 奇 古 怪 的 结论 ， 却 找 不 到 自 相 矛盾 的 地 
方 。 

萨 开 里 考虑 这 样 的 四 边 形 ABCD:， 它 的 一 A 
MABE, H#HAD=BC, 容易 证 明 ， 这 时 
A cC= 2D, FP -CAZDIK, ME 
上 和 看， 共有 三 种 假设 可 供 选 择 : 


D c 


4 一 1 萨 开 里 四 边 形 


1, <CA-DEHA 〈 直 角 假 设 ) 

2，、- 一 C 和 和 -一刀 是 钝 角 〈 钝 角 假 设 )》， 

3. <CH<DEBA CBR . 

其 中 的 直角 假设 与 殉 几 里 得 第 五 公设 等 价 ， 
萨 开 里 假定 直角 假设 不 成 立 ， 希 望 能 由 此 推出 矛 
E. 


B5 
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ER Ree TR. TE Te A 
假设 时 ， 却 十 分 棘手 ， 挫 出 了 一 些 难 以 置信 的 结 
论 ， 却 找 不 到 上 自 相 了 矛 拓 的 地 方 。 例如 ， 他 证 明 
了 ， 如 果 锐 角 假 设 成 立 ， 那 么 对 于 平面 上 的 一 条 


图 4--2 


直线 a 和 直线 外 一 点 S， 这 平面 内 过 SS 的 一 切 直 
线 分 成 两 类 ， 一 类 与 直线 4 有 公共 点 ， 另 一 类 与 
直线 4 没有 公共 点 。 后 一 类 中 包 依 着 这 两 类 的 分 
界 直 线 SMM 和 SP, 这 两 条 分 界 直 线 都 是 直线 4 的 浙 
近 线 。 这 个 结论 从 逻辑 上 更 不 出 毛病 ， 却 与 人 们 
的 经 验 格格 不 入 。 萨 开 里 还 得 到 ， 如 果 锐 和 角 假 设 
成 立 ， 那 么 三 角形 的 面积 将 与 其 内 角 和 不 是 二 直 
角 的 部 分 成 正比 。 后 面 这 个 结果 更 加 难以 想象 。 

萨 开 里 还 导出 了 许多 类 似 的 结果 ， 他 觉得 虽然 没 
有 导 册 膛 辑 巴 持 ， 但 是 得 到 的 这 些 结 论 与 人 们 的 
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经 验 不 相 容 ， 因 而 断言 锐角 假设 一 定 不 能 成 立 。 

这 样 一 来 ， 他 就 可 以 断言 殉 几 里 得 第 五 公设 成 立 
Y. 于 是 他 在 1733 年 册 版 了 他 的 书 K 欧 几 里 得 无 娩 
可 击 » 

很 明显 ， 萨 开 里 这 本 书本 身 就 是 有 懈 可 击 
的 ， 他 已 经 在 锐角 假设 之 下 得 到 一 系列 有 价值 的 
定理 ， 这 些 定理 属于 一 种 新 的 几何 学 ， 跟 熟知 的 
” 欧 几 里 得 那 一 套 几 何 学 完全 不 同 ， 这 至 少 可 以 下 
H, Æ OLARE) HARI 一 4 和 公理 1 一 5 
的 基础 上 ， 可 以 添 进 与 欧 岂 里 得 第 五 公设 等 价 的 
直角 假设 ， 也 可 以 添 进 与 欧 几 里 得 第 五 公设 相 矛 
盾 的 锐角 假设 。 添 进 直角 假设 以 后 ， 就 可 以 展开 
欧 几 里 得 的 那 一 套 几 何 学 ， 而 如 果 添 进 锐 角 息 
设 ， 就 能 展现 另 一 套 新 的 几何 学 ， 这 才 是 萨 开 里 
应 该 作出 的 结论 。 但 是 他 却说 他 证 明了 欧 几 里 得 
第 五 公设 ， 

在 谈 到 萨 开 里 的 工作 时 ， 郊 手 所 有 的 人 都 为 
他 忆 惜 。 他 已 经 交 进 了 新 几何 学 的 天门， 但 他 都 
对 新 几何 学 视而不见 ， 他 本 应 碾 为 新 几何 学 的 发 
现 者 ， 但 是 现在 只 能 称 他 为 新 几何 学 的 先行 者 。 

也 有 少数 数学 史 察 持 另 一 种 看 法 ， 认 为 萨 开 
里 是 几何 学 界 的 哥 白 尼 ， 他 已 发 现 了 - -种 与 哆 儿 
里 得 体系 不 同 的 新 的 几何 体系 ， 却 假装 不 相信 ， 


一 一 一 一 一 一 一 
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为 的 是 让 他 的 书 能 够 出 版 ， 并 且 不 致 遭 受 压 制 和 
Wii. 

MRF HEFE AKRE. MABEL 
看 ,当时 确实 还 没有 接触 到 问题 的 核心 ,人 们 可 以 
理直气壮 地 责问 :， 难道 一 套 尚未 推出 逻辑 矛盾 的 
几何 命题 系统 就 能 算 做 一 种 几何 学 吗 ? 雇 论 也 可 
FEREKA AAR RATERS. M 
人 类 长 期 实践 经 验 来 看 ， 我 们 志 界 的 真实 的 几何 
学 ， 除 去 欧 几 里 得 的 几何 学 而 外 ， 还 能 有 别 的 什 
SLE WE? 

几何 学 与 人 类 实践 经 验 的 关系 ， 就 是 整个 问 
题 的 核心 ， 在 通常 人 们 实 跨 活动 所 及 的 范围 内 ， 
欧 几 里 得 的 几何 学 与 人 们 的 经 验 相 符 ， 而 与 它 对 
苹 的 新 几何 学 却 还 拿 不 出 符合 经 验 的 证 据 。 

忠 开 里 是 新 几何 学 的 第 一 位 先行 者 。 随 后 的 
几 位 先行 者 是 ， 兰 贝 特 (1728 一 1777》 ， 须 外 卡 
尔 特 〈1780 一 1859) 和 他 的 外 盟 托 里 努 斯 (1794 
~1874) 。 兰 贝 特 考虑 有 三 个 角 是 直角 前 四 边 
形 ， 对 于 第 四 个 角 ， 从 逻辑 上 可 作出 直角 、 钼 
和 角 、 锐 角 三 种 假定 。 兰 贝 特 注意 到 ， 直 角 假 定 等 
价 于 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 钝 角 假 定 昌 然 与 《 儿 柯 
原本 》 的 公设 1 一 4 和 和 公理 1 ~ OM, BÆ 
导出 的 一 些 结论 却 与 球面 几何 学 的 定理 一 致 ， 对 
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于 从 锐角 假定 导出 的 结论 ， 他 猜想 可 应 用 于 虚 半 
径 球 面 上 的 图 形 ， 兰 忠 特 认为 ， 只 更 一 种 假定 不 
FMA I, MERE A REL, 能 够 适 
用 于 真实 你 形 的 是 一 种 特殊 的 几何 ， 这 并 不 妨碍 
去 发 展 逻 辑 上 可 能 的 各 种 几何 。 须 外 卡尔 特 把 新 
几何 称 为 旦 空 几 何 ， 他 觉得 这 种 几何 可 能 在 星空 
里 成 立 , 托 里 努 斯 证 明了 , 虚 尘 径 球 面 上 成 立 的 公 
式 与 星空 几何 中 的 相同 . 

一 般 认 为 ， 这 种 
与 欧 几 里 得 几何 学 术 
对 立 的 新 几何 学 ， 是 
由 三 个 人 互相 独立 地 
建立 的 。 这 三 个 人 
是 : 德 岂 的 高 斯 
《1777~1855) . & 
HAUFE HKR i 

(1792~1856) File 
ie FARERI -gaH 
侠 4 一 3 高 斯 (C1802~1860) 。 

渍 斯 最 时 研究 这 种 新 的 几何 ， 并 且 深 信 它 在 
部 辑 上 相 容 ， 现 在 流行 的 术语 “ 非 欧 匈 里 得 几何 
学 ”， 了 就 是 起 源 手 高 斯 ， 他 确认 欧 几 里 得 第 五 公 
PEAS BEML RO MR RAR. ARES, FF 


` = 4 f 
” 0 a =» A 
Wb 
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且 认 为 不 能 证 明 现 实 世 界 的 几何 一 定 是 欧 几 里 得 
的 几何 ， 他 在 1817 年 写 答 奥 尔 伯 斯 的 信 中 说: 
“我 愈 来 愈 深信 我 们 不 能 证 明 我 们 CHL 
得 ] 几何 具 有 [物理 的 ] 必然 性 ， 至 少 不 能 用 人 
类 理 徊 ， 也 不 能 给 予 人 类 理智 以 这 种 证 明 。 或 许 
在 另 一 个 世界 中 我 们 可 能 得 以 洞察 空间 的 性 质 ， 
而 现在 这 是 不 能 达到 的 。 直 到 那 时 我 们 决 不 能 把 
几何 与 算术 相提并论 ， 因 为 算术 是 纯粹 先 验 的 ， 
但 可 以 把 几何 与 力学 相提并论 。” 

高 斯 的 这 段 话 ， 看 上 去 有 些 玄 乎 ， 却 包含 着 
了 解 整个 问题 的 钥匙 ， 尤 其 最 后 一 句 “可 以 把 几 
何 与 力学 相提并论 ”， 更 是 点 睛 之 笔 ， 

力学 基本 定律 是 从 人 类 实践 经 验 中 概括 总 结 
出 来 的 . 由 于 实际 现象 往往 受 多 方面 因素 影响 ,在 
概括 总 结 规律 时 , 常 需 置 某 些 因素 于 不 顾 ,进行 适 
当 的 简化 和 理想 化 ， 得 到 某 种 物理 模型 。 当 一 个 
实际 问题 可 简化 成 这 个 物理 模型 时 ， 就 能 应 用 有 
关 的 力学 定律 。 

几何 公理 也 是 从 人 类 社会 实践 经 验 中 概括 总 
结 出 来 的 。 在 概括 总 结 公理 时 ， 常 需 进 行 适 当 的 


简化 和 理想 化 ， 得 到 某 种 几何 模型 。 当 一 个 实际 


问题 可 简化 成 这 祥 的 儿 何 模型 时 ， 就 能 应 用 有 关 
的 几何 定理 。 
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在 简化 和 理想 化 时 ， 必 然 忽略 某 些 次 要 天 
素 。 因 而 ， 根 据 经 验 概括 总 结 出 来 的 力学 定律 或 
几何 公理 通常 只 是 实际 情形 在 某 种 程度 上 的 近 
似 。 又 因为 实践 经 验 受 时 间 、 场 所 、 观 测 条 件 、 
误差 等 多 方面 因素 影响 ， 所 以 ， 由 它们 概括 总 结 
出 来 的 普遍 定律 或 公理 ， 在 实践 易于 检验 的 场合 
可 以 确信 非常 接近 于 真理 ， 面 在 实 踊 不 易 检 验 的 
场合 ， 把 所 就 比较 小 。 

欧 几 里 得 第 五 公设 是 为 了 研究 平行 线 的 理论 
而 引进 的 ， 它 涉及 两 直线 同时 无 限 伸展 的 情况 。 
这 种 情况 ， 人 们 不 可 能 实际 看 到 ， 而 只 能 借助 推 
测 和 想象 .如果 两 直线 被 第 三 直线 截 得 的 一 组 同 
侧 内 角 之 和 比 二 直角 小 得 多 ， 我 们 可 以 亲眼 看 见 
这 两 条 直线 确实 在 不 太 远 的 地 方 相交 。 如 果 这 一 
组 同 侧 内 角 的 和 比较 靠近 二 直角 ， 那 么 根据 两 直 
线 沿 一 侧 明显 地 逐渐 靠拢 的 趋势 ， 可 以 推 届 ， 将 
两 直线 适当 延长 ， 必 能 在 这 一 侧 相交 ， 不 过 也 许 
交点 要 落 到 用 来 画图 的 这 张 纸 的 外 面 。 不 妨 设想 
这 张 纸 有 一 种 神奇 的 特性 ， 能 够 伸展 到 很 远 很 远 
的 地 方 ， 要 多 远 有 多 远 ,只 要 两 直线 相交 ,交点 就 
一 定 落 在 这 张 纸 的 范围 内 .于 是 , 当 同 侧 内 角 之 和 
逐渐 增 大 而 无 限 趋 近 于 二 直角 时 ， 两 直线 的 交点 
就 将 沿 着 这 神奇 的 纸 面 ,远离 我 们 ,飞驰 而 去 。 在 


51 


XRT Ze DIR EES A ARAD EA 
一 瞬间 ， 距 离 增 大 到 象 太阳 那样 远 再 往 后 去 , 交 
点 就 将 直 插 避 远 的 星空 了 。 我 们 可 以 想象 ， 只 要 
同 侧 内 角 之 和 还 没有 达到 二 直角 ， 交 点 总 不 会 消 
逝 , 把 这 种 想象 用 数学 语言 表达 出 来 ,就 得 到 欧 几 
里 得 第 五 公设 .从 吹 几 里 得 第 五 公设 和 其 他 一 些 
公理 、 概 念 出 发 ,可 以 演 成 一 个 关于 概念 和 定理 的 
无 矛盾 的 逻辑 系统 ,这 就 是 欧 几 里 得 几何 学 , 它 所 
供 了 一 个 简单 的 几何 模型 ， 在 通常 人 们 实践 活动 
所 及 的 范围 内 ,能 与 经 验 以 很 高 的 精确 度 相符 合 . 

另 一 方面 ， 在 几何 课本 中 谈 到 平行 射影 时 ， 
能 够 举 出 的 最 典型 的 实例 ， 是 物体 在 阳光 下 的 培 
子 ， 在 这 种 场合 ， 从 太阳 照射 到 地 球 上 的 光线 ， 
被 看 成 典型 的 平行 光线 ， 关 于 平行 光束 通过 凸 透 
饶 后 束 焦 的 物理 实验 ， 也 是 选取 阳光 作为 平行 光 
束 的 来 源 。 在 用 望远镜 指向 夜空 观测 天 象 时 ， 人 
们 毫 不 怀疑 ， 进 入 馆 简 的 月 光 或 星光 都 是 标准 的 
平行 光线 。 从 上 面 这 些 实践 经 验 出 发 ， 可 以 认为 
平 画 内 两 直线 被 第 三 直线 截 得 的 同 侧 内 角 之 和 充 
分 接近 二 直角 时 ， 这 两 条 直线 就 不 再 相交 。 把 这 
个 认识 作为 一 个 基本 假设 规定 下 来 ， 就 得 到 一 条 
与 歌 儿 里 得 第 五 公设 相对 立 的 公理 .从 这 条 新 的 
公理 和 其 他 一 些 公理 、 概 念 出 发 ， 如 时 能 演绎 成 
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一 个 无 矛盾 的 逻辑 系统 ， 就 得 到 一 个 新 的 几何 模 
型 。 这 个 新 儿 何 模型 在 理论 上 与 网 儿 星 得 几何 模 
型 必然 有 显著 区 别 ， 但 在 通常 人 们 实践 活动 所 及 
范围 内 ， 则 样 也 能 以 很 高 的 精度 与 经 验 组 符 。 这 
样 一 个 新 的 几何 模型 ,就 提供 了 一 种 新 的 几何 学 . 

如 果 单 纯 从 理论 上 考虑 ， 只 能 判断 哪 种 模型 
更 简单 些 ， 不 能 确定 谁 真 淮 假 。 没 有 理由 说 我 们 
世界 的 几何 学 一 定 是 欧 几 里 得 几何 学 。 只 有 通过 
实践 的 检验 ， 才 能 知道 ， 在 一 定 范围 内 ， 采 用 哪 
种 几何 模型 更 好 。 

高 斯 除去 对 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 有 深刻 的 
见解 而 外 ， 还 对 非 殉 几 里 得 几何 进行 了 具体 的 研 
究 ， 并 且 实 际 测量 以 三 个 山峰 为 顶点 的 三 角形 的 
内 角 和 ， 试 图 检验 哪 种 几何 学 更 符合 实际 。 但 是 
高 斯 生前 从 不 公开 发 表 自 己 有 关 第 五 公设 和 非 欧 
几何 的 工作 。 虽 然 他 是 一 位 极 有 影响 的 大 数学 
家 ， 但 是 他 担心 别人 不 理解 这 方面 的 工作 ， 贸 然 
发 表 ， 会 引 来 很 多 麻烦 . 

PEYRE (1793 一 1856》 是 俄国 路 山大 
学 数理 系 的 教授 。 他 第 一 个 公开 发 表 与 欧 几 里 得 
第 五 公设 相对 立 的 新 几何 ， 并 且 为 了 使 这 种 新 几 
何 能 被 人 和 们 接受 而 杏 斗 竖 生 。 所 以 ， 这 种 几何 党 
BANFF SWAMI HAMS 
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双 曲 几何 ) 。 他 是 
18264 ERK HK 
理 系 的 一 次 会 议 上 宣 
读 的 论文 中 提出 新 多 
何 学 概要 的 。 在 这 次 
宣读 的 论文 《 论 儿 何 
原理 》 中 ， 他 只 扼要 
PORWR, RE THE 
AA 


在 引言 和 概念 部 
分 后 面 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 插 进 了 一 段 经 过 精心 挑选 
的 对 比 材料 . 他 把 普通 的 三 角形 叫做 直 边 三 角形 ， 
以 区 别 于 球面 上 由 三 条 大 圆 弧 组 成 的 球面 三 角 
形 。 他 挑选 出 直线 三 角形 和 妹 面 三 角形 的 某 些 性 
质 ， 逐 条 对 比 叙述 ， 让 听众 明显 地 感到 ， 两 者 在 
一 部 分 性 质 上 完全 类 似 ， 在 另 一 部 分 性 质 上 却 鹤 
然 相 反 。 然 后 才 开 始 介绍 新 几何 学 ， 他 称 之 为 
“想象 的 几何 学 ”。 在 介绍 新 几何 学 内 容 时 ， 他 
也 注意 与 球面 几何 学 对 比 。 记 谓 “想象 的 几何 
学 ”中 的 直 边 三 角形 ， 与 网 儿 里 得 几何 学 中 的 直 
边 三 角形 在 性 质 上 差别 很 大 ， 而 与 欧 见 里 得 几何 
学 中 的 球面 三 角形 倒 比 较 接近 ， 很 多 性 质 可 以 一 
一 对 应 。 罗 巴 切 夫 斯 基 特 别 把 新 儿 何 学 中 的 直 边 
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形 的 边 角 关 系 进 行 了 对 比 , 他 指出 ,可 以 从 新 几何 
学 的 直 边 三 角形 边 角 关 系 出 发 ， 解 析 地 推导 出 新 
几何 学 中 的 各 种 几何 结论 .因此 ,新 几何 学 如 果 包 
含 任何 逻辑 矛盾 ， 必 然 会 在 它 的 直 边 三 角形 边 角 
关系 中 有 所 反映 。 而 在 新 几何 学 的 直 边 三 角形 边 
角 关系 中 ， 如 果 把 三 边 4、b.c, 换 成 av-I、 

b/-1 .CMY -1 ， 这些 关系 式 就 变 成 殉 几 里 得 
几何 中 熟知 的 球面 三 角形 边 角 关 系 。 由 此 ， 罗 巴 
切 夫 斯 基 得 出 结论 ， “通常 的 几何 学 、 三 角 学 和 
这 个 新 几何 学 总 是 彼此 吻合 的 . "可 以 这 样 理解 
他 的 结论 ， 既 然 可 借助 虚数 把 两 种 几何 互相 海 
通 ， 那 么 如 果 新 几何 包含 逻辑 了 矛盾， 通常 的 网 几 
里 得 几何 学 就 也 要 包含 相应 的 逻辑 矛盾 ， 大 家 
都 相信 通常 的 几何 不 含 矛盾 ， 所 以 对 新 几何 学 
在 逻辑 结构 上 的 相 容 性 也 应 寄予 同样 程度 的 信 
任 。 

O 罗 巴 切 夫 斯 基 这 种 “转移 矛盾 ”的 想法 ， 对 
FEW EF AD, RIERA, EPG 
切 夫 斯 基 选 取 三 角形 边 角 关 系 作为 转移 矛盾 的 通 
道 ， 却 妨碍 了 任务 的 彻底 完成 。 他 实际 上 只 证 明 
T: 在 新 几何 学 中 ， 由 三 角形 的 边 角 关 系 及 其 推 
论 所 组 成 的 部 分 不 含 逻辑 蔬 看 。 整 个 新 几何 学 是 
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BOS PAPI, HAVER. 

而 卫 ， 即 使 新 几何 学 确实 不 含 逻 辑 矛 盾 ， 世 
还 存在 另 一 个 更 严重 的 问题 ， 新 几何 学 究竟 能 不 
能 反映 现实 世界 的 客观 规律 呢 ? 

罗 巴 切 夫 斯 基 试 图 通过 计算 天 狼 星 的 视差 米 
证 明 新 几何 学 在 研究 星空 时 优 于 通常 的 几何 学 ， 
但 是 计算 结果 并 未 提供 有 力 的 证 据 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 还 通过 考虑 新 几何 学 中 一 些 涉 
及 积分 的 几何 量 , 求 出 革 些 积分 的 值 .他 的 提交 审 
查 的 论文 被 送 到 喘 斯 特 洛 祝 拉 德 斯 基 院 十 《1801 
~1862) 手 里 ， 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 没 有 注意 论 
文中 的 几何 问题 ， 却 对 罗 巴 切 夫 斯 基 用 几何 想法 
求 出 的 两 个 定 积分 发 生 了 兴趣 。 结果 发 现 ， 这 两 
个 用 新 方法 求 出 的 定 积分 ， 一 个 是 已 知 的 ， 并 且 
很 容易 利用 积分 法 求 得 ， 另 一 个 则 算得 不 对 。 罗 
巴 切 夫 斯 基 原 想 通 过 寻找 新 几何 学 在 其 他 数学 分 
支 中 的 应 用 ， 来 争取 人 们 对 新 几何 学 的 支持 ， 不 
料 却 因此 而 受到 意外 的 打击 . 

但 是 罗 巴 切 夫 斯 基 毫 不 气 包 。 他 仍然 坚持 研 
究 新 几何 学 ， 发 表 了 《上 带 有 完整 的 平行 理论 的 新 
几何 原本 》、《 想 象 的 几何 学 》、《 汉 几何 学 》 下 
等 论著 ， 为 争取 新 几何 学 能 被 人 们 理解 和 承认 而 
BAA. 


非 殉 抑 何 的 第 三 
位 发 现 者 亚 诺 什 . i 
HE (1802~1860) R 
在 1832 年 发 表 了 一 篇 
关于 非 欧 几何 的 论 
文 ， 作 为 他 父亲 的 一 
本 书 的 附录 而 刊行 ， 
这 篇 论文 相当 系统 地 

图 4 一 5 WT R 。 论述 了 新 几何 学 的 基 
本 问题 ， 与 罗 巴 切 夫 斯 基 的 研究 途径 有 些 类 似 的 
MO. BAP MKB the AER IL, 
但 是 当 他 看 到 后 来 罗 巴 切 夫 斯 基 继 续 发 表 的 论文 
时 ， 痛 经 怀疑 罗 巴 切 夫 斯 基 是 抄袭 他 的 工作 。 亚 
诺 什 . 鲍 耶 的 父亲 人 和 尔 夫 刚 . 法 卡 斯 : 鲍 耶 是 高 
斯 的 朋友 ， 伏 和 尔 夫 刚 把 亚 诺 什 的 工作 寄 给 高 斯 
请 高 斯 提 意 见 ， 高 斯 答复 说 ， 不 能 赞扬 伏 和 尔 夫 刚 
的 儿子 ， 否 则 就 是 赞扬 高 斯 自己 ， 因 为 高 斯 早 就 
牧 了 这 方面 的 工作 . 

在 回顾 殉 几 里 得 第 五 公设 问题 的 研究 史 时 ， 
总 是 要 提 到 ， 三 个 人 ， 在 三 个 不 同 的 国家 里 ， 在 
APPARE AAMA TEKLA, 
是 一 个 很 奇怪 又 很 自然 的 巧合 . 

BASH. Witt - MBAR 
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友 ， 亚 诺 什 可 能 通过 他 的 父亲 ， 间 接地 受到 高 斯 
的 影响 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 一 位 老师 巴特 斯 曾经 是 
高 斯 的 同事 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 也 可 能 通过 巴特 斯 ， 
和 间接 地 受到 高 斯 的 影响 。 

更 多 的 人 赞赏 伏 尔 夫 刚 . 强 耶 前 一段 名 言 ， 


伏 尔 夫 刚 在 给 亚 诺 什 、， 鲍 耶 的 一 封 信 中 写 道 : 许 


多 思想 好 象 有 自己 的 时 代 似 的 。 在 它 的 时 间 里 ， 
它们 同时 在 不 同 的 地 区 被 发 现 着 。 就 象 春天 的 雪 
罗兰 在 阳光 照 夸 的 地 方 到 处 生长 一 样 。” 

从 欧 见 里 得 开始 ， 直 到 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 
MEW- WR, WEBEAN RA 所 用 的 方 


法 ， 基 本 上 都 还 是 《几何 原本 》 中 的 那 一 套 初等 


方法 。 人 们 普 裔 认为 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 是 一 
个 非常 初等 的 问题 ， 只 涉及 中 学 的 平面 包 何 和 立 
体 几 何 ， 因 而 也 局 限 在 初等 的 框架 中 考虑 它 ， 缺 
乏 更 加 有 效 的 研究 工具 和 更 加 深刻 的 数学 思想 ， 
因而 进展 极其 缓慢 。 现 在 终于 迈 出 了 关键 性 的 一 
步 ， 非 欧 几 何 的 发 现 者 们 已 经 冲破 传统 观念 的 束 
缚 ， 清 楚 地 认识 到 ， 几 何 学 并 非 只 有 欧 几 里 得 的 
一 种 体系 ， 还 存在 与 殉 几 里 得 不 同 的 其 他 体系 ， 
并 且 展 示 出 一 种 非 欧 几 何 的 基本 内 容 . 但 是 ,由 于 
仍 局 限 在 初等 框架 内 考虑 ， 所 以 对 新 几何 学 未 能 
充分 理解 其 实质 ， 以 致 高 斯 在 生前 不 敢 发 表 这 方 
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面 的 工作 ， 另 两 位 虽然 发 表 了 ， 但 在 有 生 之 年 
都 没有 能 使 新 几何 学 被 人 们 理解 和 承认 。 

1855 年 高 斯 逝世 后 ， 由 于 整理 他 遗留 下 来 的 
手稿 和 信件 ， 数 学 界 才 普遍 知道 ， 这 位 “数学 家 
ZE” 早已 对 非 欧 几 何 进行 了 长 期 的 研究 。 于 是 
人 们 立刻 意识 到 ， 对 这 个 问题 不 可 等 闲 视 之 。 数 
学 家 们 把 当时 拥有 的 各 种 先进 的 数学 思想 和 数学 
知识 都 用 米 研究 哆 几 里 得 第 五 公设 问题 ， 使 局 面 
迅速 改观 。 

1868 年 ， 意 大 利 数学 家 贝尔 脱 拉 米 利用 当时 
微分 几何 的 最 新 研究 成 果 ， 证 明了 擅 球 面 上 的 几 
何 学 是 双 曲 几何 学 。 伪 球面 是 一 种 形 如 量 叭 的 特 
殊 曲 面 ， 具 体 而 又 实在 。 由 此 可 见 ， 这 种 由 高 
斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 亚 诺 什 . 鲍 耶 发 现 的 新 几何 
学 ， 确 实 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规律 。 几 何 学 
研究 终于 冲 出 网 几 里 得 体系 的 篇 秃 ， 走 向 辽 冰 无 

边 的 田野 。 


五 曲面 上 的 非 欧 几何 
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i SER KA 
CH) WHA, 《人 饮酒 二 十 首 》 


其 实 ， 几 何 学 早已 不 是 欧 几 里 得 体系 的 一 统 
天 下 。 如 果 广 义 地 把 “ 非 欧 见 何 学 ”理解 成 一 切 
与 欧 几 里 得 体系 不 同 的 刀 何 学 ， 那 么 罗 巴 切 夫 斯 
基 上 几何 也 不 是 历史 上 最 早出 现 的 一 种 非 殉 几何 . 
仅仅 由 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 直接 向 欧 几 里 得 第 五 
公设 挑战 ， 才 引 来 这 么 多 麻烦 。 另 外 一 些 非 欧 几 
何 ， 或 者 与 欧 几 里 得 几何 的 定理 交织 在 一 起 ， 或 
者 变相 地 以 欧 氏 面 犁 出 现 ， 人 们 习以为常 ， 并 不 
深究 。 

由 于 天 文 观测 和 编制 历法 的 需要 ， 早 在 古代 
埃及 和 巴比伦 就 已 开始 研究 球面 几何 学 。 流 传 至 
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今 的 古代 希腊 数学 著作 中 ， 最 旱 的 一 部 是 公元 前 
四 世纪 末 写 成 的 《 论 运动 的 球面 》， 研 究 与 球面 
绕 其 直径 转动 有 关 的 性 质 。 球 面 几何 学 一 直 被 看 
成 欧 反 几何 学 中 立体 几何 学 的 一 部 分 ， 因 为 通常 
研究 球面 的 性 质 时 ， 总 是 借助 球 心 、 半 径 和 通过 
球 心 的 截面 ， 但 是 我 们 也 可 在 相当 多 的 情形 下 把 
Rb, 球 半径 、 截 平面 等 拐杖 扔 掉 ， 把 视线 完全 
局 由 在 -- 个 球面 内 研究 球面 的 性 质 ， 就 象 在 平面 
几何 学 中 把 视线 局 限 在 一 个 平面 里 一 样 。 当 我 们 
这 样 考虑 时 ， 就 会 发 现 球面 儿 何 学 中 有 很 多 概念 
和 定理 都 能 与 平面 几何 学 对 应 起 来 ， 球 面 上 的 大 
圆 对 应 于 平面 上 的 直线 ， 球 面 三 角形 对 应 于 平面 
上 的 三 角形 ， 球 画 上 的 小 加 对 应 于 平面 上 的 图 . 
可 以 把 平面 上 研究 角 的 大 小 和 度量 的 一 套 办 法 直 
接 搬 到 球面 上 ， 来 研究 两 个 大 图 相交 所 成 的 角 ， 
而 不 必 借 助 大 圆 所 在 平面 相交 所 成 的 二 面 角 。 球 
面 三 角形 的 一 边 召 C 的 大 小 ce， 可 直接 取 成 大 圆 劣 
WM BC 的 长 度 ， 而 不 必 取 成 球 半 径 OB 与 OC 的 来 
角 c， 在 球面 三 角 学 公式 中 出 现 球 心 角 z 时 ， 我 们 


RR, KBR ERB, WLR 


球 心 的 联系 ， 而 只 把 及 看 成 与 球面 上 长 度 单 位 有 
关 的 一 个 常数 。 现 在 将 一 个 球面 三 角形 与 一 个 平 


y 
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HSA, MERZER a,b,c, 
它们 的 对 角 记 成 ABC, 三 角形 的 面积 记 为 号 ， 
在 这 两 种 几何 学 中 ， 关 于 三 角形 内 角 和 和 的 定理 分 
划 是 

平面 ， A+B+CHx 

Rij, A+B+C>rx 
这 两 个 定理 既 互 相对 应 ， 又 有 显著 区 别 ， 关 于 三 
角形 的 边 角 关 系 ， 情 况 也 是 这 样 ， 试 以 正 汞 定理 
为 例 ， 对 比如 下 : 


a b _ 5c 
平面 : sind sinB sinC 


-。 a Ny ¢ es 
sing aay 2) ans 
球面 ; sind sinB  sinC 


当 Rooi, -2 EME -都 趋 于 0， 由 于 


sinnwx (Fel x | 很 小 》 
lim -SinX 
x 


xed 


=1 


PAS RRS, Al RR AVIE A at Ba Th Se BY Be 
果 ， 与 利用 平面 正 粥 定理 计算 结果 相近 ， 并 且 平 
面 正弦 定理 可 硕 成 球面 正 豆 定理 在 品 一 ce 时 的 极 
限 情 形 ， 如 果 在 足球 场 上 画 一 个 大 三 角形 ， 并 且 
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把 R 取 成 地 球 平均 半径 6371 千 米 ， 那 么 无 论 对 这 
个 三 角形 应 用 平面 三 角 公 式 或 球面 三 角 公 式 ， 在 
电子 计算 器 帮助 下 , 计算 过 程 都 不 太 麻烦 ,而 且 所 
得 结果 都 能 以 很 高 的 精确 度 与 实际 测量 相符 。 这 
说 明 球面 几何 学 可 看 成 一 种 非 欧 的 平面 几何 学 ， 
它 在 一 定 范 甸 内 能 与 实践 经 验 很 好 地 相符 . 

SFR RAC PAS A ER REK 
大 到 一 个 省 的 界限 以 内 ， 那 么 用 球面 几何 学 计算 
的 结果 将 与 用 平面 几何 学 计算 的 结果 出 现 一 些 郑 
异 ， 但 是 这 两 者 中 ,更 接近 于 实际 测量 结果 的 ,将 
是 球面 几何 学 ， 而 不 是 平面 几何 学 。 这 是 因为 我 
们 生活 在 地 球 上 ， 从 大 范围 看 ， 地 面 的 形状 更 接 
近 于 球面 ， 只 有 在 足够 小 的 范围 内 ， 才 能 把 地 面 
的 形状 近似 看 成 平面 。 

大 地 是 人 类 社会 实践 活动 的 主要 场所 . tE 
土地 、 划 分 对 男 、 兴 建 道 路 、 确 定 航线 ， 这 许多 
工作 都 需要 研究 与 大 地 表面 有 关 的 各 种 几何 问 
题 。 把 地 面 看 成 平面， 只 是 最 初步 最 简单 的 近 
似 。 把 地 面 看 成 球面 ， 近 似 药 程度 改进 了 很 多 ， 
但 是 毕竟 地 球 表 面 不 是 一 个 光 光 的 大 皮球 ， 妍 有 
BAUER, ha See BR 
WATE ARAM. MRR, 是 
一 个 极其 复杂 的 曲面 。 


~ 
ee 


自从 解析 几何 和 微 积分 学 兴起 以 后 ， 便 开始 
了 对 曲线 和 曲面 的 一 般 理论 的 研究 。 解 析 几 何 的 
基本 思想 是 坐标 化 :一 片 曲面 可 用 动 点 坐标 xX、 
yz 所 满足 的 一 个 方程 确定 ， 或 者 等 价 地 、 用 售 
有 两 个 参数 4.v 的 参数 方程 确定 有 序数 组 《4,2v) 
“可 以 确定 曲面 上 的 点 的 位 置 ， 称 为 曲面 上 的 曲 纹 
坐标 。 一 条 曲线 可 用 含 一 个 参数 t 的 参数 方程 确 
定 。 如 果 给 出 曲面 参数 &.” 作为 参数 HEAR 
数 u(t) .v(t)， 就 给 出 了 曲面 上 的 一 条 曲线 . 

微 积分 学 的 基本 思想 之 一 是 局 部 近似 ， 在 一 
个 适当 小 的 邻 域 内 ， 用 较 简 单 的 事物 近似 代替 较 
复杂 的 事物 ， 并 设法 控制 误差 的 数量 级 或 误差 
R. XMM, ROUT HRA AMEE 
形 ， 都 显得 非常 有 效 。 

一 条 任意 光滑 曲线 C 在 其 一 点 卫 附 近 的 一 小 
PRANTL, AP LE R-AK PT 上 的 微 
小 线段 ， 这 条 直线 PT RE RCH APH 
oe, ERCEPEAE- AQ, iLO ih 
PERILS Pk, MM PO 的 极限 位 置 定义 
为 曲线 C 在 点 卫 的 切线 。 在 过 点 卫 的 所 有 直线 
中 , 切线 PT 是 在 点 卫 附 近 最 接近 于 曲线 的 一 条 . 

类 似 地 ， 设 S 是 一 个 任意 的 光滑 曲面 ， 忆 是 
S 上 任意 一 点 ,在 S 上 P 点 附近 另 取 不 同 两 点 M、 
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N, 使 三 点 P,M,N 不 在 一 直线 上 ， 过 不 共 线 三 
点 P.M、N EFE, SMAN Wii S 无 限 趋 近 
FP; 则 平面 PMN 的 极限 位 置 称 为 曲面 S 在 点 卫 
的 切 平面 。 曲 面 S 在 点 P 附 近 的 一 小 块 曲面 片 , 可 
以 近似 地 看 成 位 于 S 在 P AAR oe ERR 
平面 区 域 。 在 通过 也 的 所 有 平面 中 ， 切 平面 是 
在 卫 点 附近 最 接近 于 曲面 的 一 个 。 过 三 点 作 切 平 
Hy HERL WHR SEA Pe 
R, 

知道 了 曲线 在 一 点 的 切线 . ME AR 
平面 或 法 线 ， 就 知道 了 晶 线 、 曲 面 在 指定 点 的 方 
向 。 但 是 仅 知道 方向 还 远 远 不 够 ， 因 为 曲线 和 曲 
面 的 最 本 质 的 特性 是 弯曲 。 为 了 反映 弯曲 的 程 
BE, 7525] PEM MA, 

BAMA AR, AMMA Re 
加 ,为 了 反映 曲线 在 一 点 局 附近 的 弯曲 情况 ， 
我 们 在 曲线 C 上 PP 点 附近 取 另 外 两 点 中 ,NN, 使 三 
点 P,M.,N 不 在 一 直线 上 ， 然 后 在 平面 PMN 内 通 
过 不 共 线 三 点 P.M. 作 贺 ， 让 两 点 : 脾 .N 沿 曲线 
C 无 限 趋 近 于 点 P, PMN 的 极限 位 置 称 为 曲线 
CHEAP AMR. BEAR AO RH HRC 
MP MER, 曲率 圆 的 半径 R= OP 称 为 
HR CHEN P WRB, HRS 已 的 倒数 
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k= whi thee C ee Paar ae, a 


RCHP AW, MEP MAAR, Ath 
RCERPHUMMARDS+, HRB 
152 CHR By FA, D E PON BH 
近 ， 曲 率 圆 比 其 它 画 更 接近 于 曲线 C。 所 以 ， 曲 
率 团 又 叫 密切 圆 。 在 考察 曲线 在 一 点 附近 的 弯曲 
情况 时 ， 可 将 曲线 C 在 其 点 卫 附 近 的 一 小 段 曙 线 
弧 近似 看 成 在 也 点 的 密切 加 上 的 小 段 图 弧 。 直 线 
的 曲率 为 O. 

为 了 定义 曲面 的 曲率 ， 需 要 进行 更 细致 的 考 
虑 。 设 曲面 SS 在 点 PP 的 法 线 是 1， 在 1 上 指定 一 个 
EAM. 设 PT 是 S 在 点 PP 的 切 平面 k 上 的 任 -- 方 
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向 ， 则 曲面 S EA PARRE Y va UR — 
MAM. MA, PKR ! 和 直线 PT 作 截 平面 w， 
称 为 曲面 S 在 点 卫 沿 方向 PT MRR, BAR 
ac 与 曲面 S 的 交 线 C 叫 做 法 截 线 。 设法 截 线 在 点 
已 的 曲率 为 天 = -让 -， 曲 率 中 心 为 O《 当 k=0 时 
口 点 不 存在 ) 。 规定 
k, ”车 PO 沿 法 线 正 方向 
k, =40, #k=6 
-k, #POWRA AT É 
Bek, ny Beth i S 在 点 己 沿 方向 PT 的 法 曲率 。 让 
法 截面 c 绕 法 线 族 转 一 周 ， 则 对 应 的 法 曲率 kaki 
之 连续 变化 ， 周 而 复 始 ， 所 以 曲面 8 在 点 卫 沿 不 
同方 向 的 法 曲率 中 ， 必 有 最 大 值 和 最小 值 用 
k Ak ETAR. Bekk, ma TS 
Ze pt PANE aR, MERRIN HME 
方向 。 主 方向 指明 曲面 在 一 点 弯曲 得 “最 房 害 ” 
和 “最 不 厉害 ”的 方向 ， 主 曲率 老 明 在 这 两 个 极 
端 方向 上 的 读 曲 程度 和 向 着 法 线 的 挪 一 例 弯 曲 。 
以 上 是 把 曲面 在 一 点 沿 不 局 方向 的 弯曲 情况 


相互 比较 。 为 了 把 曲面 在 不 同 点 的 弯曲 情况 互相 - 


比较 ， 再 定义 两 个 量 : 
> .K = Kk,, H=i(k, +k, 


some) a ee | i 


6S 


pk, Hk, RH ASABE A PHATE 
率 。 称 为 曲面 3 在 点 忆 的 高 斯 曲率 ， 吾 称 为 曲 
面 $ 在 点 卫 的 平均 曲率 。 

例如 ， 平 面 在 每 一 点 沿 任何 方向 的 法 截 线 都 
是 直线 ， 记 以 平面 在 其 各 点 恒 有 Kk,=k,= 0,K = 
0,H=0, 

PEAR WR, FESR — MIE A y 
法 截 线 都 是 大 圆 ， 所 以 球面 在 其 各 点 全 有 k= 


hh K= H=4p- 


SR CA h a AS BO E 
X=XU V), Y= Y(U,V), Z=2CU,vV) 
ATR HM TE RR I 
ds’ = Edu’ + 2Fdudv + Gdv’ 
其 中 
B=27+y7+ 2, 
E = XX, + Yun + ZuZy 
Ga 4+ Y tZ 
FERU 2 表示 对 Ua Se Aap v AS eS Se 
一 般 说 来 ， 要 了 解 曲 面 的 性 质 ， 常 需 跳出 曲 
面 范围 之 外 ， 在 空间 找 一 些 辅 助 图 形 如 法 线 、 截 
面 等 厌 助 研究 。 这 些 性 质 叫 做 曲面 的 外 在 性 质 。 
如 果 只 局 限 在 曲面 的 范 闭 以 内 ， 就 不 可 能 认识 曲 


EE ~ ene. o 
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面 的 外 在 性 质 ， 饮 如 上 面 说 到 的 法 曲率 、 主 则 率 
等 。 

但 是 ， 也 有 另外 一 些 性 质 ， 只 要 知道 ds* 的 
表达 式 ， 或 者 等 价 地 ， 只 要 知道 表达 式 中 的 系数 
Ecu, v) F(u,v) fl Gu, V), 就 能 推导 出 来 。 只 
用 EF GRETHA, RAHAMARE 
B. -PHMHSRBAAHR, Wim — IL 
学 ， 叫 微 这 个 曲面 的 内 荀 几 何 学 :有 了 时 为 了 说 话 
方便 ， 简 单 地 称 之 为 这 个 曲面 上 的 斤 何 学 。 研 究 
曲面 的 内 蕴 见 何 学 ， 除 去 需要 知道 函数 五 (tt, 1) 、 
Eu v) Gu, v 和 参数 uv 的 变化 范围 而 外 ， 
不 党 要 从 曲面 以 外 获得 任何 信息 ， 蔓 至 也 不 必 关 
心 卫 了 下.G 是 怎样 从 曲面 方程 推导 出 来 的 。 

在 这 种 观点 之 下 ， 有 平面 几 何 学 不 是 别 的 ， 和 从 
好 就 是 平面 的 内 萄 儿 何 学 。 全 套 平 面 几何 学 都 能 
用 解析 的 方法 从 下 式 导 出 : 

ds =d +dy 《一 co<X< +00, -cc 
<y< +90) 
式 中 的 X、y 是 通常 的 平面 直角 坐标 . 

类 似 地 ， 球 面 几何 学 是 球面 的 内 蕴 几 何 学 
对 于 半径 为 a 的 球面 ， 用 9 ERZES, PERS 
RA, WA 


ds’ = œd’ + a’sin'édg* 


”一 -一 一- 一 一 一 一 一 
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(0<0<27, - <p <4) 


对 于 圆柱 面 ， 设 其 截面 圆 半径 是 wa, 可 得 
ds’= dl + ad? 
(— Ll +o, 0<8< 27) 
令 l=x, ab=y, 上 式 化 为 
ds’ = dæ + dz 
loo LLL +00, Gay < 2ra) 
与 平面 的 情形 对 照 ， 可 知 网 柱 面 的 内 蕴 几 何 学 与 
平面 在 两 平行 线 闻 的 带 形 区 域内 的 几何 学 一 致 . 
事实 上 ,把 圆柱 面 沿 着 一 条 母线 剪 开 ,然后 铺 平 ， 
就 得 到 对 应 的 平面 带 形 区 域 ， 

如 果 能 象 圆柱 面 和 平面 这 样 ， 对 一 个 曲面 
SAWS (pia ER, HEN ds” 表达 式 化 为 另 
一 曲面 S: 的 Gas: 表达 式 ， 就 说 曲面 SAIS, 是 等 距 
的 ; 如 果 不 存在 这 样 的 变换 ， 就 说 SAIS, 不 等 
FE, . 

在 平面 几何 中 ， 两 点 之 间 ， 直 线 最 短 。 对 应 
地 ， 在 任意 曲 而 上， 考虑 连接 两 点 的 所 有 上 曲线 中 
最 短 的 -- 条 ， 称 它 为 短程 线 ， 又 叫 测 地 线 。 在 进 
行 大 地 测量 时 ,为 了 测量 两 点 之 间 的 地 面 距离 ， 
测 强 就 是 沿 着 测 地 线 放 置 的 ， 把 任意 曲面 的 内 蕴 
斤 何 学 与 平面 几何 学 对 照 ， 曲 面 上 的 测 地 线 相当 
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于 平面 上 的 直线 。 由 此 还 可 进而 考虑 曲面 上 两 条 
曲线 的 交角 、 上 曲面 区 域 的 面积 ， 等 等 ， 这 些 都 属 
于 曲面 的 内 蕴 几 何 学 的 内 容 。 

上 面 这 些 几 何 研究 ， 最 初 开始 于 微 积分 学 的 
几何 应 用 ， 后 来 逐渐 发 展 成 一 门 数 学 分 支 ， 叫 做 
微分 几何 学 。 微 分 几何 学 的 独立 宣言 是 高 斯 在 
1827 年 发 表 的 著名 论文 《关于 曲面 的 一 般 研 究 》。 
在 这 篇 论文 中 包含 了 一 个 影响 深远 的 结果 ， 曲 面 
在 任意 点 的 高 斯 曲率 玫 也 是 一 个 内 蔓 量 , 即 五 可 用 
EFG 及 其 偏 导 数 表 示 。 这 样 一 来 ， 在 曲面 的 
每 一 点 都 有 了 一 个 描写 弯曲 情况 的 量 久 ， 由 此 可 
导出 曲面 内 区 几何 学 中 的 许多 重要 定理 。 例 如 ， 
可 以 把 平面 几何 学 中 的 “三 角形 内 角 和 等 于 x” 推 
广 到 曲面 的 内 蕴 儿 何 学 ， 结 果 如 下 。， 

曲面 上 由 三 条 顺 次 普 尾 相连 的 测 地 线 弧 围 成 
的 图形 叫做 测 地 三 角形 。 仿 照 平 面 上 的 三 角形 ， 
可 以 考虑 测 地 三 角形 的 边 、 内 角 、 外 角 、 面 积 ， 
设 测 地 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 是 aby, ZW 
围 的 曲面 区 域 是 五 ， 曲 面 的 面积 元 素 是 dc， 高 斯 
上 曲率 是 K。 高 斯 证 明了 下 面 的 公式 ， 


atPt y- z= ff «do 


Pa HE H, WR E h m PR RA EAK =0, 
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那么 在 这 个 区 域内 的 任何 测 地 三 角形 的 三 内 角 之 
和 等 于 z<， 与 欧 几 里 得 平面 几何 学 的 对 应 结论 相 
同 ， 如 果 在 某 个 区 域内 恒 有 K 污 0, 那么 这 个 区 域 
内 的 每 个 测 地 三 角形 的 内 角 和 都 大 于 rs 如 果 在 基 
个 区 域内 恒 有 天 < 一 0, 那么 在 这 个 区 域内 的 每 个 测 
地 三 角形 的 内 角 和 都 小 于 r。 测 地 三 角形 的 内 角 
和 与 r 的 差 ， 与 测 地 三 角形 所 包围 的 区 域内 各 点 
的 高 斯 曲率 有 关 。 仅 仅 通 过 这 一 个 定理 ， 就 可 以 
看 出 ， 各 种 不 同 曲面 的 内 蕴 儿 何 学 之 间 ， 可 能 存 
在 着 极 大 的 差别 。 

现在 设想 在 曲面 $ 上 生活 着 一 些 有 智慧 的 高 
级 动物 ， 例 如 某 种 外 星人 。 他 们 从 未 听 说 过 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 》， 仅 仅 通过 自己 的 实践 经 验 
认识 了 曲面 S 的 内 草 兄 何 学 ， 在 他 们 的 语言 系统 
里 ， 他 们 赖 以 生存 的 曲面 8 被 叫做 “平面 ” ， 曲 
面 S 上 的 测 地 线 被 则 做 “直线 ”，S 上 的 测 地 三 
角形 被 简单 地 叫做 “三 角形 ”。 那么 这 种 外 星人 
也 将 有 自己 的 一 套 平面 几何 学 。 在 我 们 看 来 ， 这 
种 外 星人 的 平面 几何 学 ， 其 实 就 是 曲面 8 HAR 
几何 学 ， 它 与 欧 几 里 得 平面 几何 学 大 不 相同 ， 是 
十 分 自然 的 ， 完 全 可 以 理解 。 而 在 这 种 外 星人 看 
来 ， 他 们 的 这 种 特别 的 平面 几何 学 是 唯一 符合 他 
们 长 期 实践 经 验 的 几何 学 ， 如 果 有 谁 从 地 球 上 和 带 
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去 一 部 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》， 就 会 被 视 为 异 
We, FR MAS. 

我 们 吾 设想 在 每 个 曲面 上 都 生活 着 一 种 外 哩 
大， 他 们 都 把 自己 所 在 曲面 的 内 区 几何 学 秦 为 唯 
一 符合 自己 实践 经 验 的 平面 儿 何 学 ， 于 是 平面 几 
何 学 就 有 了 无 数 种 不 同 的 流派 ， 每 种 流派 都 有 坚 
实 的 生活 基础 ， 各 自 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规 
律 。 互 相等 焉 前 曲面 ， 其 内 蕴 几 何 学 属于 同一 流 
Es ETSER. HAJLA T A a A 
派 。 欧 几 里 得 几何 学 上 只 不 过 是 这 无 数 流派 中 的 一 
种 ， 最 简单 ， 但 是 适用 的 范围 极其 有 限 。 任 何 一 
个 曲面 ， 只 要 高 斯 曲率 不 全 为 0 ， 它 的 内 草 几 何 
学 都 提供 了 一 种 不 同 于 欧 儿 里 得 流派 的 平面 几何 
学 ， 简 而 言 之 ， 也 就 是 一 种 非 欧 儿 何 学 。 

在 各 种 曲面 的 内 蕴 几 何 学 中 ，K 等 于 常数 的 
情形 最 为 简单 ， 从 关于 测 地 三 角形 内 角 和 的 一 般 
公式 

at Bry-x = |[[Kdo 


在 长 为 常数 的 特殊 情形 下 ， 得 到 
CAT 户 +? 一 工 = 开刀 (1) 


这 里 4 表示 测 地 三 角形 的 面积 | |ac。 根 据 常 数 K 
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AE., AK. AB, BA=HPAA MILT. 
4K =0nf, C1) ARX 
at+prypax (1,) 
这 就 是 欧 氏 几何 学 中 “三 角形 上 内角 和 为 二 直角 ” 
的 粱 知 定 理 ， 它 是 欧 儿 里 得 第 五 公设 的 一 个 等 价 
命题 . 


4K>on, SK = 


L, (1) 式 成 为 


a 


A=a(atBty—a (1,) 
RER MLAS NOTE. ERAM 
括号 中 的 量 at Pryp-7 叫做 球面 三 角形 的 角 


个 ， 上 式 表示 球面 三 角形 的 面积 与 角 僵 成 正比 ， 


比例 系数 等 于 球 半径 的 平方 。 
“K<, @K=-—, (1) 式 成 为 
A=@(n-(a+8+py7 (1-) 


上 式 右 边 方 括号 中 的 量 叫做 三 角形 的 角 欠 。 上 式 
ZW, EK 为 负 常 数 的 儿 何 中 ， 三 角形 的 面积 与 
角 欠 成 正比 。 

K 为 负 常 数 的 曲面 叫做 伪 球 曲面 。 伪 球 曲 面 
的 几何 学 和 球面 几何 学 在 很 多 方面 都 能 一 一 对 
应 ， 就 象 等 式 (1-) 和 (1,) 互相 对 应 一 样 ， 它 们 是 
两 种 最 简单 的 非 欧 几何 学 . 
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EEF RRE, PRS PA a A RR 
而 。 这 是 一 种 形 如 喇叭 的 旋转 曲面 ， 它 的 方程 可 
以 窟 成 下 面 的 参数 形式 : 

' X = QSİNUCOSY 

y= asinusinv 


之 = alntg— + QCOSU 


(OU > 


OSV 22) oe 
通过 计算 ， 容 易 得 到 ， 的 G 
球面 上 的 弧 元 由 下 式 给 Wi 
if: 图 5 一 2 
ds’ = a'ctg’udu’ + asin’udy 
AEE -= actgu, F=0, G= asiru, 4F=0 
时， 高 斯 曲率 可 由 下 式 算出 : 


EE. 


EG LL VG 
(VG), 
+| JE is 


把 巨 和 GG 的 值 代入 ， 便 可 验证 
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Resse, 
a 


上 面 在 伪 球 面 的 方程 中 限制 了 0<x< 王 .也 


可 把 范围 扩大 为 0<xz<z， 这 时 曲面 由 图 中 所 示 
的 张口 向 下 的 喇 趴 形 曲 面 片 和 一 个 与 它 对 称 的 张 
口 向 上 的 喇叭 形 曲 而 片面 对 面 地 拼合 而 成 ， 在 拼 
AibA- IG 

184046, WERE YT, WREED 
角形 的 边 角 关 系 ， 可 从 球面 三 角 学 公式 中 把 边 的 
三 角 函 数 换 成 双 角 函数 而 得 到 。 利用 闵 定 格 的 这 
个 结果 ，1868 年 贝尔 脱 拉 米 证 明了 ， 伪 球面 的 内 
蕴 儿 何 学 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 平面 几何 学 。 不 过 ， 
正如 圆柱 面具 能 与 欧 几 里 得 平面 的 一 个 带 形 区 域 
等 距 ， 伪 球面 也 只 能 与 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 一 部 
分 等 距 。 

通过 贝尔 脱 拉 米 的 解释 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 
“想象 的 儿 何 学 ”不 再 停 贸 在 纯粹 的 想象 之 中 ， 
已 经 能 在 现实 世界 的 伪 球 面 上 找到 了 落脚 点 。 非 
欧 几 何 学 终于 得 到 了 人 们 的 普遍 承认 。 

贝尔 脱 拉 米利 用 伪 球 面 对 非 欧 几 何 学 作出 的 
解释 ， 标 志 着 网 几 里 得 第 五 公设 研究 与 微分 几何 
研究 的 会 合 。 通 过 欧 几 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 发 


Oo e a a a ar 
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现 了 一 种 菲 欧 几 何 ， 却 得 不 到 理解 ， 首 过 微分 几 
何 研究 ， 产 生 了 无 数 种 非 网 几何 ， 却 没有 发 现 它 
们 的 非 欧 实质 。 一旦 这 两 方面 的 研究 会 合 到 一 
起 ， 人 们 顿时 感到 思路 区 然 开 朗 。 新 观点 与 新 方 
法 、 新 结果 的 结合 ， 带 来 了 几何 空间 概念 的 大 发 
晨 ， 几 何 学 研究 出 现 了 欣欣 向 荣 的 新 局 面 - 

从 此 以 后 ， 欧 儿 里 得 第 五 公设 问题 的 研究 终 
于 跟 上 了 时 代 的 步伐 ， 不 再 停留 在 初等 水 平 上 卜 
行 。 它 的 每 一 次 新 的 重大 进展 ， 都 是 几何 学 跨 入 
新 阶段 的 历史 见证 。 
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等 闲 识 得 东风 面 ， 
万 紫 和 于 红 总 是 春 ， 
(CH) RE: «HAD 


POR THT RA RULA E BY LA EAP ap TE 
的 非 欧 平面 几何 学 的 解释 ， 这 件 事 提供 了 一 个 重 
RAR: 在 几何 学 中 ， 被 叫做 “平面 ”的 ， 不 一 定 
真正 那么 平坦 ; 被 叫做 “直线 ”的 ， 也 不 必 处 处 
RAMA, WA. LASER PT AR, 
但 是 这 种 直观 允许 打 一 些 折扣 。 最 要 紧 的 是 一 种 
几何 学 必须 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规律 。 至 于 
这 种 几何 学 中 的 术语 与 它们 所 代表 的 概念 之 闻 ， 
不 必 “ 形 似 ”， 只 要 “神似 ”就 可 以 了 。 

例如 ， 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 平 面 上 的 一 点 
可 以 用 一 对 有 序 实数 (X,Yy》 表示 。 这 里 的 点 和 平 
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a 


AE ERI , APR DANE 
为 用 数 表 示 形 的 一 种 方式 ， 但 是 我 们 可 以 很 快 地 
发 现 ， 有 序数 对 除去 能 表示 点 的 位 置 而 外 ， 还 可 
广泛 应 用 于 许多 其 它 场合 ， 因 此 可 将 原 有 几何 术 
TRH MINUS, FAA ASE wyn 
做 一 个 点 ， 并 将 所 有 这 些 点 的 集合 时 做 一 个 二 维 
空间 ， 又 称 平面 。 这 种 引申 意义 下 的 平面 已 不 再 
其 有 直观 性 ， 可 利用 坐标 平面 来 直观 地 表示 它 。 

这 种 “ 吐 宾 夺 主 ” 式 的 推广 ， 在 数学 中 是 家 
常 便 饭 . 挂 广 就 是 在 更 大 的 范围 内 寻找 共性 ， 因 
而 可 以 使 数学 理论 具有 更 大 的 营 遍 性 ， 并 且 得 到 
更 广泛 的 应 用 。 


类 似 地 ， 空 间 的 概念 也 可 以 推广 。 把 任 一 有 


序 三 实数 组 (x,21, 功 叫 艇 一 个 点 ， 所 有 这 些 点 的 
集合 则 做 一 个 三 维 空间 。 普通 空间 中 的 点 ， 可 作 
为 这 种 以 数组 为 元 素 的 三 维 空间 的 一 种 直观 表 
7 

完全 类 似 地 ， 设 n HERERRM. SRA 
n 实数 组 iy Xap s Meds 把 它 岂 做 一 个 点 ， 
记 为 了 ， 所 有 这 样 的 点 了 的 集合 叫做 一 个 NES 
He WAV, MRH n>3 时 不 能 象 2 维和 3 维 
那样 对 V ,作出 简单 的 直观 表示 ， 但 是 可 以 把 高 维 
情形 与 2 维 、 3 维 情形 类 比 ， 间 接地 从 直观 获得 


lp. 
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启发 。 在 V, 中 ， 含 有 一 个 参数 的 方程 x-fi, 
j=1,…s74, 被 看 成 定义 一 条 曲线 ; BATSMAN 
方程 = 及 (WU,2)，j=1,…;2， 则 认为 定义 一 个 
2 维 画 面 ， 一 个 不 含 参 数 的 方程 fc,，x，…， 
x.) = 0 定义 一 个 超 师 面 ， 即 n-1 Sw; Wt 
这 样 的 方程 联 列 ， 则 定义 n -2 维 曲面 ， 其 余 类 
推 。  . 

这 种 推广 的 第 一 个 明显 得 益 者 是 代数 。 解 二 
元 一 次 方程 组 ， 可 以 看 成 求 同 一 平面 内 若干 直线 
的 公共 点 ， 解 三 元 一 次 方程 组 ， 可 以 看 成 求 空间 
内 若干 平面 的 公共 点 。 有 了 n 维 空间 的 概 念 以 
后 ， 就 可 以 说 ， 关 于 含 ?个 未 知 数 的 线性 方程 组 
的 研究 ， 可 以 看 成 在 7 维 空 间 中 对 于 若干 个 超 平 
面 的 公共 点 的 研究 。 类 似 地 ， 代 数 中 关于 二 次 型 
的 一 般 研究 ， 可 看 成 V。 中 关于 二 次 超 曲 面 的 研 
究 ， 昌 说 这 样 处 理 只 不 过 是 把 代数 语言 转换 成 几 
何 语言 ， 但 是 我 们 从 解析 几何 中 已 经 深 有 体会 ， 
做 一 小 步 儿 何 推理 ， 往 往 相 当 于 一 长 申 解 析 演 
St, 平面 解析 儿 何 学 不 过 是 2 维 的 ， 空 间 解析 几 
何 学 也 只 是 3 维 的 ， 在 n 维 的 情形 下 ， 解 析 演 算 
与 几何 思考 的 繁 简 对 比 更 为 显著 。 完 长 的 解析 演 
算 把 注意 力 引 向 运算 技巧 ， 但 是 具有 无 解 可 击 的 
严密 性 。 从 2 维和 3 维 情形 的 直观 启示 ， 通 过 类 


$4 


比 ， 产 生 一 些 关于 高 维 情形 的 几何 想法 ， 简 单 而 
Hp BORE, BIC REM, ARE RIS 
A AAR AR PAH A oh r. Sa aT 
演算 的 结合 ， 可 以 大 大 加 快 研究 进程 ， 并 能 使 复 
杂 的 理论 变 得 易于 了 解 ， 

允 维 空间 的 引进 ， 对 于 微 积 分 学 也 有 明显 的 
益处 。 众 所 周知 ， 一 元 函数 的 微 积 分 学 ， 与 平面 
HHA, WK, HRM RSS JLA 
题 之 问 ， 有 着 不 解 之 缘 。 二 元 函数 和 三 元 通 数 的 
微 积 分 学 ， 也 有 很 多 几何 应 用 。 当 ?>3 时 ，7? 元 
函数 的 微 积分 不 再 具有 直观 的 几何 解释 ， 用 ?元 
函数 的 微 积分 研究 n 维 空间 的 几何 ， 那 是 再 恰当 
不 过 了 . 

在 研究 三 维 空间 的 解析 几何 学 和 微分 几何 学 
时 , 辣 量 是 一 种 有 力 的 工具 .在 研究 7 维 空间 的 几 


何 学 时 ， 了 向 量 仍 能 发 挥 重要 作用 ， 但 是 仅 有 向 量 


已 经 不 够 ， 因 而 格拉 斯 曼 引 进 了 所 谓 “ 延 量 ”， 
也 就 是 现在 所 说 的 张 量 . | 
“在 三 维 空间 中 ， 需 要 研究 兼 有 大 小 和 方向 的 
量 时 ， 总 可 以 利用 向 量 ， 如 果 这 个 方向 是 一 维 的 
COA AUER RAE ETT TD). BRET ADR PER AY H 
HHA EMA RE RRA, 如果 这 个 方向 是 2 
维 的 “例如 曲面 的 切 平 面 方 向 ) ， 则 可 用 与 这 2 


一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 
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维 平 面 方向 垂直 的 直线 上 的 有 向 线段 表示 。 如 果 
a 和 b 是 平面 用 中 的 两 个 不 共 线 的 向 量 ， 那 么 向 
BE axb 是 垂直 于 平面 下 的 一 个 向 量 ， 利 用 向 
量 axb 就 能 表示 平面 性 的 方向 。 这 里 ，axb 的 
长 度 规定 为 等 于 以 
ab 为 两 邻 边 的 平行 
四 边 形 的 面积 ，axh 
的 正方 向 规定 为 使 
a.pb、axh 成 右手 系 ， 
为 了 便于 推广 到 
高 维 情形 ， 把 向 量 积 
axb 换 成 另外 一 种 图 6 一 1 向 量 极 与 外 积 
积 ， 记 为 a 人 b, 叫做 外 积 。 疝 量 a 与 b 的 外 积 aAhb 
的 大 小 规定 为 以 ab 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 的 有 
向 面积 ， 当 a 与 b 对 调 时 ， 有 疝 面 积 变 号 ， 外 积 
2 人 bh 的 方向 ， 规 定 为 4 和 b 所 在 平面 的 方向 。 ax 
hb 着 眼 于 平面 的 垂 线 ， 而 a 人 b 着 限于 平面 自身 . 
ax 了 的 方向 是 一 维 的 ， 而 a 人 b 的 方向 是 二 维 的 。 
axb 仍 是 向 量 ， 而 aAb 则 已 不 是 普通 的 向 量 ， 
而 是 所 谓 2 一 向 量 。 如 果 规 定 当 两 个 向 量 共 线 
时 ， 其 外 积 为 零 ， 那 么 外 积 a 人 b 在 任意 nt 维 空间 
中 都 有 意义 ， 而 axb 却 只 有 在 n=3 时 才 有 意 
Me 
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(memes 


外 积 aAjb 也 象 向 量 积 一 样 ， 满 足 反 交换 律 : 

a^ñb=-bAa, 

Mnh ay BaAb see 的 外 积 ， 
记 为 aAbAc。 这 是 一 个 3 一 向 量 ， 它 指明 由 
a, b, c 决定 的 3 维 平 面 的 方向 。 在 3 BRAS 
冶 中 ，a 八 bAc 的 大 小 ， 怡 好 等 于 以 a、b、c 为 校 
的 平行 六 面体 的 有 向 体积 ， 当 a、b、c 成 右手 系 
时 其 值 为 正 ， 成 左手 系 时 其 值 为 负 。 

类 似 地 可 以 定义 加 个 向 量 a,、a,、…、am 的 
外 积 LABA Aaw 每 交换 其 中 任何 两 个 因 
子 的 位 置 ， 外 积 都 变 号 。 

把 普通 的 平面 解析 几何 学 和 空间 解析 见 何 学 
电 涉 及 向 量 积 的 地 方 都 换 成 外 积 ， 然 后 把 坐标 从 
2 个 、3 个 推广 到 任意 个， 仿照 低 维 情形 引进 
适当 的 定义 ， 便 可 建立 n 维 欧 氏 空间 的 几何 学 。 

为 了 研究 7?% 维 欧 氏 空间 的 微分 几何 学 ， 还 需 
考虑 微分 的 外 积 。 实 际 上 ， 在 大 学 的 微 积分 课程 
中 星 己 接触 过 微分 的 外 积 。 试 考 虚 二 重 积 分 


resapardy。 式 中 的 gx dg 是 直角 坐标 系 下 
xzOg 面 内 的 面积 元 素 ， 在 把 直角 坐标 z.9 RRE 
Repu vit, pt 


x=x(u, V), Y =Y U,V) 


一 一 人 一 一 
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那么 不 但 被 积 孟 数 fo, P e yE Ab 
关系 式 代 入 ， 而 且 面 积 元 素 dxdy TRR RE 
标 下 的 面积 元 素 Jdudv, J 是 雅 可 比 行列 式 ， 


OX Ox 

Ou ðv 
dxdy—>} y ay laudv 

ĉu ev 


在 上 式 中 ， 如 果 把 dxzdy 写 成 外 积 Gx Ady, Rt 
把 du dv 写成 Gu Adv, “一 >? 就 可 换 成 等 号 。 
而 如 果 把 dxdy 和 dudv 看 成 普通 的 乘积 ， 第 头 
两 边 却 不 相等 。 所 以 面积 元 素 实 际 上 是 微分 的 外 
积 ， 二 重 积分 前 恰 切 写法 应 该 是 


[fice y) dxAdy 


BE, HR Ro RS BRP E 
积 元 素 也 都 是 一 些微 分 的 外 积 。 

外 积 是 张 量 积 的 特殊 情形 ， 外 积 满足 反 交 换 
律 ， 而 张 量 积 则 对 交换 因子 顺序 的 结果 A M 
制 。 两 个 向 量 a.b 的 张 量 积 记 成 ab. HAT tT 
向 量 作 张 量 积 ， 结 果 就 得 到 张 量 。 

n 维 欧 氏 空 间 的 几何 学 ， 是 欧 几 蜂 得 几何 体 
系 的 高 维 推广 。 能 否 把 非 欧 几何 学 推广 到 高 维 情 
EE? 


为 了 回答 这 个 问题 ， 
需要 把 曲面 的 内 蒙 几 何 学 
ER OE g th is fy AL 
何 学 。 | 

n RBS BEN E 
创始 人 是 德国 数学 家 黎 曼 - 
(1826~1866) 。 他 把 高 
斯 研究 则 面 论 的 方法 从 两 图 6 一 2 RB 
个 题 纹 坐标 Y. 推 广 到 n-th Be MUU, 
un 并且 仿照 昌 面 论 中 弧 长 元 素 的 表达 式 ， 假 定 
在 ?2 维 弯曲 空间 中 成 立 


ds’ =), Qir Aujduy 
Skt 

H Pgs o> UWB Ge=Git,k=1, 
…，71) 。 由 此 出 发 ， 可 以 建立 n 维 弯 曲 空 间 的 多 
何 学 ， 作 为 昌 面 内 冀 几 何 学 的 高 维 推广 ， 这 样 的 
SHS, BRRKARS SA, BSS MIL 
何 学 ， 岂 做 黎 曼 几何 学 。 

RV ,是 7 维 黎 要 空间 ，P 卫 是 V, 中 任意 一 点 ， 
a 和 b 是 V。 中 在 P 点 标的 两 个 不 共 线 的 向 量 。 对 
于 不 同时 为 零 的 任意 实数 AM, (BP RAE 
卫 点 与 向 量 4a + kb 相 切 的 测 地 线 ， 所 有 这 些 测 
地 线 组 成 一 个 2 维 黎 曼 空 间 o KIRA SUL 


何 学 的 方法 ， 可 确定 0 在 号 点 的 高 斯 曲率 及 、 这 
样 得 到 的 量 久 ， 叫 做 空间 V, 在 点 卫 没 着 面 索 a^ 
b 方向 的 得 曼 曲 率 。 黎 时 空间 的 弯曲 性 ， 就 是 用 
黎 学 曲率 来 度量 的 。 

4n>2 时 ， 一 般 说 来 ， 黎 曼 曲 率 不 但 依赖 
于 点 ， 而 且 依 赖 于 一 点 处 的 面 素 方 向 。 德 国 数学 
Re (1856~1932) 证 明了 一 个 重要 定理 ， 设 
n>2, 如果 黎 曼 空间 V。 在 每 一 点 的 黎 曼 曲率 KK 都 
与 面 素 方 向 无 关 , 那么 Vs 在 各 点 的 政信 都 相同 . 
换 甸 话说 ， 在 整个 空间 V,。 上 , RB RK EB 
常数 ， 这 样 的 黎 曼 空间 叫做 常 曲率 空间 。 常 曲率 
空间 是 常 曲率 曲面 的 高 维 推广 。 

黎 曼 是 在 1854 年 在 哥 廷 根 大 学 的 任职 演说 中 
发 表 他 的 几何 理论 的 ， 这 篇 演说 的 题目 是 《关于 
作为 几何 学 基础 的 假设 》。 他 在 演说 中 很 少 写 出 
什么 数学 式 子 ， 内 容 高 度 浓缩 ， 听 众 中 只 有 高 斯 
完全 理解 他 的 工作 。 

在 黎 曼 几何 学 中 ， 正 如 在 曲面 的 内 莹 几何 学 
中 一 祥 , ds: 的 表达 式 是 一 切 讨论 的 出 发 点 ， 而 不 
管 这 个 表达 式 是 怎样 来 的 。 这 种 情形 ， 对 低 维 葵 
曼 空 间 的 直观 表示 带 来 很 大 方便 。 

例如 考虑 2 维 的 情形 。2 维 的 黎 螺 儿 何 ， 就 
是 曲面 的 内 蕴 几 何 。 曲 面 昌 然 具 有 直观 性 ， 但 是 


$0 


只 有 当 我 们 实际 制作 出 某 种 曲面 的 模型 ， 并 县 在 
Li A Ta HE RH h TE LB, 
这 种 直观 性 才能 完全 兑现 。 这样 做 太 麻烦 ， 通 常 
都 是 在 一 张 纸 上 画图 。 于 是 想到 一 种 变通 的 办 
法 ， 可 以 象 绘制 地 图 那样 ， 用 一 个 平面 区 域 表示 
一 个 曲面 ， 或 者 表示 曲面 上 的 一 个 区 域 ， 形 象 地 
说 ,就 是 绘制 曲面 的 地 图 ,用 地 图 上 的 区 域 AR 
曲面 上 的 区 域 瑟 。 如 果 有 曲面 区 域 王 的 高 斯 曲率 不 
恒 为 0， 那 么 它 与 平面 区 域 0 的 对 应 就 不 是 等 距 
的 ,长 度 必 然 有 所 至 曲 . 区 域 o 中 一 条 曲线 所 代 
ZMK SVR LEB RMK— MA 
同 ， 作 为 地 图 ， 应 该 以 它 所 代表 的 曲面 弧 长 为 
准 。 所 以 ， 在 平面 区 域 c 中 ， 弧 元 应 该 采用 曲面 
蕊 的 ds 表达 式 。 一 种 ds* 表达 式 叫做 一 个 度量 。 
用 字母 9 表示 一 个 度量 。 在 区 域 c 中 采用 度量 g 所 
得 到 的 几何 ， 记 为 (o,g)。 区域 o BSS, EE 
9 是 剧组 ， 有 了 舞台 和 剧组 ， 就 能 演戏 了 . 

“” 现在 我 们 通过 一 个 例子 ， 来 看 看 这 种 几何 学 
的 戏剧 是 如 何 表 演 的 。 这 个 例子 把 我 们 带 进 由 高 
斯 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 亚 诺 什 .馆子 发 现 的 几何 新 领 
域 ， 这 种 新 几何 由 于 否定 欧 几 里 得 第 五 公设 而 导 
致 许多 新 奇 结 论 ， 曾 使 数学 界 的 一 代 英 豪 为 之 困 
恶 ， 高 斯 不 敢 发 表 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 遭 受 攻 击 ， 亚 
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W ft ARARE. AED EI TOF TE 
欧 氏 几何 节目 里 经 常 露面 的 著名 “演员 ” 们 表演 
非 欧 见 何 节目 ， 办 而 我 们 能 够 完全 理解 ， 鞭 至 感 
DAR. 不过， 在 好 戏 开 场 之 前 ， 先 得 花费 一 点 
时 间 ， 介 绍 几 位 出 场 的 “演员 ”和 和 它们 扮演 的 角 
色 。 

在 普通 的 人 葡 见 里 得 平面 上 ， 用 级 坐标 Cr, A) 
ERARE., ATHE, AIR EEr 取 负 
(i> 这 样 就 使 方程 0= 6 能 够 表示 一 条 通 过 极 
点 0 的 直线 ， 而 不 只 是 从 O 点 引出 的 射线 。 把 平 
面 区 域 o 取 为 单位 回 的 内 部 ， 即 


oO; |r| <1 
在 区 域 c 中 ， eee 
g: dë = (dr + rdg’) 


a= aay 


HPR 是 一 个 常数 ， 五 >>0。 于 是 得 到 一 种 几何 
(9,9), RAG ILD, EQ JL PRR. ARTE 
前 面 加 上 “9 一 的 记号 ， 例 如 9 点、9g- 吴 长 、9- 浏 
地 线 等 ， 以 区 别 于 欧 氏 几何 意义 下 的 对 应 概念 。 
“WER” EA “ER” WEE, 

于 是 现在 可 以 说 ，9- 点 就 是 单位 圆 内 部 的 
点 ，9g- 平 面 就 是 单位 加 内 部 的 圆 域 。 

出 此 立刻 产生 一 个 疑 癌 。 在 普通 的 欧 氏 几何 


TT 
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里 ， 如 果 放 了 腿 全 平面 ， 那 么 每 个 点 都 不 比 其 它 点 
特殊 ， 一 点 处 的 每 个 方向 都 不 比 其它 方 向 特殊 。 
但 是 如 果 局 限 在 单位 圆 内 部 ， 情 况 就 大 不 相同 、 
圆心 O 是 唯一 的 特殊 点 ， 整 个 圆 域 可 以 绕 着 它 任 
意 旋转 。 圆 内 其 它 各 点 ， 有 些 离 O 点 较 近 ， 有 些 
BO mew, FO, ABET RA 
比 其 它 方向 特殊 ， 得 在 图 内 其 它 任何 其 它 一 点 ， 
沿 不 同方 向 到 单位 圆周 的 距离 都 妮 得 远近 不 同 ， 
由 此 产生 的 疑问 是 ， 在 整个 g- 平 面 上 ， 能 否 保证 
每 个 g- 点 都 不 比 其 它 9- 点 特殊 ， 任 一 g- 点 处 的 每 
个 9- 方 向 也 不 比 其 它 9- 方 向 特殊 呢 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 需 要 考虑 9g- 等 距 ， 即 把 
区 域 c 仍 变 到 c, 并 且 保 持 度 规 8 不 变 的 点 变换 。 
在 这 里 ， 利 用 复数 均 示 形式 特别 方便 。 

平面 上 极 坐 标 为 rO 的 点 可 用 复数 寡 示 成 

z= ret? = r(cosé + ising) 
其 中 i 是 虚数 单位 。 点 z 在 单位 国内 的 充 要 条 件 
是 
Zz2<1 
利用 复数 ， 可 将 度量 9 改写 成 


> ds? = —— AE dxdz 
(1 ~ zz)’ 
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现在 考虑 变换 


w= et Z= Ze (1) 
工 一 žZ 


其 中 a 是 任意 实 常 数 ，z 是 复 常数 ， 满 足 条 件 
Zo Zo<1 
由 此 可 得 


wir-1i= 


Hose -D 
因而 若 2z<1, Wwo<1,;¢ zz =1, Ww w=1; 
F 22>1,0) we>l, 所 以 变换 (1) 把 单位 
加 变 到 单位 贺 ， 把 单位 圆 的 内 部 变 到 单位 圆 内 部 
《把 单位 圆 外 部 仍 变 到 外 部 ) , 

进而 ， 从 《1 》 式 计算 微分 dx 可 验证 


4R’dwdw 4R’dzdz 
(l-wm)? ~ (1-22)? 


因而 变换 (1 ) 保持 度 规 g PA. AEH 变换 
《1 》 就 是 9- 等 距 。 

Æ (1) 式 中 ， 令 2 = 2 得 刀 = 0， 因 而 利用 
9g- 等 距 可 将 0 中 任 一 点 多 变 到 O 点 位 置 . MEW Fe: 
a 中 任意 一 点 , 取 2 = 一 e fw, RA C1) 式 后 ， 
42=0, R732) wa=w, 因而 可 利用 g- 等 距 将 OQ 
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点 变 到 c 中 任意 点 20。 就 这 样 ， 以 O 点 为 桥梁 ， 
可 将 5 中 和 任 一 点 z， 用 9- 等 距 变 到 c 中 任 一 其 它 点 
t， 又 把 g- 方 向 看 成 普通 方向， 那么 由 于 O 点 处 
可 利用 旋转 将 任 一 方向 变 为 其 它 任 一 方向 ， 绕 O 
旋转 是 z, =0 抑 等 距 ， 毛 以 在 c 中 任 一 其 它 点 zz 处 
世 可 通过 9g- 等 距 将 任 一 方向 变 到 该 点 处 任 一 其 它 
方向 。 这 样 就 得 到 

定理 1 在 g- 平 面 中 ， 可 利用 9g- 等 距 将 任 一 
-A ARAE HARAM ERAB 
BRE FRET I. . 

这 个 定理 表明 ， 在 9- 几 和 何 中 ， 可 以 象 普通 的 
哆 氏 郊 何 那样 利用 重合 法 ， 把 图 形 从 一 个 位 置 移 
到 另 一 指定 位 置 。 

定理 1 还 表明 ， 在 g- 平 面 中 ， 每 个 g- 点 都 不 
比 其 它 g- 点 特殊 。 这 意味 着 在 任何 两 个 g- 点 处 的 
高 斯 曲率 都 应 该 相等 。 现在 我 们 来 计算 高 斯 熙 率 
的 值 ， 对 照 线 元 的 一 般 形式 

ds? = Edw + SF dudyv + Gdv" 

可 知 在 这 里 


UW=7, V=G (2) 


~ 
re 


当 王 = 0 时 ， 计 算 高 斯 曲率 的 公式 是 


ree 
O/G) 
| ZE la 


HPK EAM, TARER g- 几何 是 双 曲 几 
J. 

由 《3)》 式 得 到 
| E:F:G=1:0:r 
而 计算 曲线 交角 的 公式 只 与 :了 F;:G AX, Prue 
中 任意 两 条 相交 申 线 按 度量 9 算出 的 交角 大 小 与 
RRR Eds = dr + 7d9* 算出 的 结果 相同 。 这 
表明 两 条 曲线 的 9- 交 角 等 于 它们 在 普通 意义 下 的 
交角 .所 以 可 将 “g- 交 角 ” 简 称 为 交角 。 

下 面 求 9- 几 何 中 的 测 地 线 。 当 F=0 时 ， 测 
地 线 的 微分 方程 是 


dr = 一 一 


1 , 
2,/ EG (E,du se G,dv) 
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ds ` 
92 i 
S /G 


其 中 rt 是 测 地 线 与 参数 曲线 z= 常数 的 夹 角 。 以 
《2》 式 和 《3) 式 代 入 ， 化 简 后 得 到 


n TOP AD) is 2 , 

A Es ae 8 AS 8 
EPRSBRN ?的 导数 。 当 彤 = 0 时 ， 得 
@=a C4) 


OAR, RRA DOMBR, Yeon, . 
把 微分 方程 两 边 同 除 以 46”,。 便 可 积 出 ， 结 果 得 到 
+1 —-Crsin(g— aj =0 C5) 

HPCE. LRAT, ft 
(x-ay + (y¥- by = 和 二 下 一 (6) 
其 中 G、b 是 常数 ， 满 足 C+ >1, 这 表示 不 通 
HOARN, CHAO Q a,b) 在 单位 加 的 外 
面 ， 并 且 半 径 等 于 仿 点 到 单位 图 的 切线 长 。 如 
A. EEQ SAO H#RABMAN, M OML 
OM, QN LON, ZAQ YAO 正 交 . Be . 
之 ， 通 过 O 点 的 g- 直 线 是 单位 图 的 直径 ， 不 通过 

OO 点 的 9- 直 线 是 与 单位 图 正 交 的 圆 弘 ， 
两 个 g- SA, Bz el Ro - HE id-3d¢A, B) 
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6 一 4 g- 距离 


表示 .d(A4,B) 就 是 过 4 和 B 的 g- 直 线 在 4 与 B 
SMM RRM, MRA SA f 
心 D 重合 ， 点 卫 的 极 坐标 是 (7,0),0<r<1, 网 
g-H ROB BURR BBO =a， 因 而 


~ 
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O,B) =| —E_dr= pint t? 
d(O,B) =| 28 ar= Rnt (7) 


如 上 图 , hg HROBES AT M,N, WOM = 
ON=1, MB=1+r,NB=1i-~-r, 所 以 《7 了 7》 & 
可 写成 

MB. NO 


d (O, B) =REIn-wo-ns (8) 
Ca) Aa waa RE AO MRAM, 
N、O,B 的 交 比 。 


可 以 证 明 ， 如 果 两 点 4 了 B 都 不 在 圆心 D 的 位 
置 ，g- 直 线 4B 交 单位 圆 于 MT 和 N， 仍 有 
d (4A, B) =Rin 


MB-NA 
MA-NB 

上 面 导出 的 这 些 
9g- 几何 的 概念 与 普通 
欧 氏 几何 概念 之 疗 的 
关系 ， 提 供 了 一 部 辞 
典 ， 可 以 用 来 把 双 曲 
几何 学 的 概念 和 命题 
翻译 成 欧 氏 儿 何 学 的 
Re HBA, AAT 
5 理解。 这 种 利用 圆 域 
作为 双 曲 平面 几何 学 


(9) 
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RIFE RST, FEDS ee aes Mm Claba~ 
1912) 发 现 的 。 他 还 发 现 一 种 利用 尘 平 面 解释 双 
昭平 面 几何 学 的 方法 ， 其 中 把 有 乎 面 区 域 c 取 成 上 
MOP Fy > 0, 而 把 度 规 取 成 


ds = (dx + dy) 


庇 加 莱 还 发 现 ， 利 用 圆 域 或 半 平 面 作出 的 双 曲 几 
何 学 的 解释 ， 与 复 变 函数 论 中 的 自 守 函数 有 关 。 


nvmaaie s ( sfe, Hipa bcd 


cz+d 


是 某 些 复数 ， 满 足 ad -~ bc 关 0。 这 类 函数 是 周期 
函数 的 一 种 推广 ， 

现在 我 们 利用 上 面 
关于 圆 域 的 g9- 儿 何 学 中 
一 些 基本 概念 的 直观 解 
释 ， 来 看 看 为 什么 在 这 
种 儿 何 学 中 欧 几 里 得 第 
五 公设 不 成 立 。 

如 图 6 一 6， 设 O 
是 单位 圆 的 圆心 ，g- M 6 一 6 FR 
直线 4B 不 通过 O 点 , 并 与 单位 圆 交 于 点 .N, 则 
MAN 与 贺 O 正 交 。 过 OO 点 的 直线 ， 几 是 位 于 图 
中 面 有 和 僚 线 的 一 双 对 顶 角 内 的 都 不 与 9- 直 线 AB 
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相交 ， 它 们 叫做 4B 的 分 散 线 ， 位 于 另 一 双 对 顶 
角 内 的 都 与 9- 直 线 4B 相 交 ， 叫 做 4B 的 相交 线 ， 
电 于 M 和 克基 单位 圆周 上 的 点 ， 它 们 不 属于 9- 平 
面 ， 所 以 两 直线 OM ON 与 9- 直 线 AB 也 都 没有 
公共 点 。 两 条 g- 直 线 DM 和 O 〇 让 叫 人 禾 g9- 直 线 4 刀 的 
平行 线 、 因 为 每 个 g- 点 都 能 利用 g- 等 距 转 移 到 单 
位 贺 的 贺 心 O， 过 〇 点 的 每 条 g- 直 线 都 是 通常 意 
义 下 的 直线 (位 于 单位 图 内 的 部 分 ) ， 所 以 得 
到 : 

定理 2 ”在 g- 平 面 内 ， 过 g- 直 线 1 外 的 任 一 
g- KO 4 HS ARG 1 相交 的 g- 直 线 。 

推论 ”在 g- 几 何 中 ， 欧 几 里 得 第 五 公设 不 成 
an 

可 以 把 结果 搞 得 oO 
更 精确 些 。 如 图 6 一 le 
7 ， 设 ! 是 平面 内 任 h 
一 直线 ，O 〇 是 这 平面 | ; 
内 不 在 ! 上 的 任意 一 H 
RA, OHL, #RA 图 6 一 7 
H, OHMKE Ah, LE OP 是 同一 平面 内 过 O 
点 的 直线 ， 一 GOP =ù, 

“DALLA ARS, BARN 9< 
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y HROPR—E HUA, 


但 是 罗 巴 切 夫 斯 苦 证 明了 ， 在 双 曲 几何 学 
中 ， 让 4 从 0 开始 ， 逐 渐 增 大 ， 当 8 到 达 某 一 小 于 


也 的 确定 值 9 时 ， 直 线 OP 就 开始 不 与 ! 相交 .他 


把 这 个 界限 值 0, 叫做 平行 角 ， 并 且 导 出 了 平行 角 
HERE 之 间 的 关系 。 现 在 我 们 利用 9- 几何 
学 ， 可 以 很 容易 地 导出 罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 个 结 
BR. | 

如 图 6 一 8， 设 
点 D 是 单位 圆 的 
心 ， 9 一 直线/ 不 通过 
OO 点， 因而 是 一 条 与 
Ia] O 〇 正 交 的 圆 弧 
MHN, REED 为 
Q.4QN,ON, HEO 
与 圆 @Q 在 点 六 正 交 ， 
42QN LON. 3% OQ, 
MHN FH, M2 图 6 一 8 平行 角 
段 OH 是 g- 直 线 MER. B 

h=d(O,H), 6= <HON 

则 9 是 平行 角 ， 要 寻求 0 与 # 之 间 的 关系 式 。 回 亿 
9g- 距离 的 计算 公式 (7)， 得 
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1-OH 
Fa Ub HON, 得 
_ ph 
OH = th (10) 


另 一 方面 , 设 ZOQH =~, 从 人 ONQ 得 


OH =O0Q- Pavan eres 
H=OQ-QH ane ctgp 


_ l- cose 
sing 
与 (10)》 式 比较 ， 得 


= igs 


四 而 
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再 注意 o=- 0, RPA WH RAK 


edb 
ctgé = sh 


从 上 式 知道 ， 当 已-co 时 ， 07. BT, 
当 及 很 大 ， 即 高 斯 曲率 玉 = - 5-5 0 相差 很 小 


时 ， 6 近似 等 于 万 ， 这 时 网 几 里 得 第 五 公设 近似 
地 成 立 。 
现在 考察 g- 三 角形 的 内 角 和 ， 
如 图 6 一 9，9- 
三 角形 QBC 的 三 边 分 
别 是 线段 0B、OQOC 和 和 
MQW MBC. 过 点 B、 
C 分 别 作 圆 Q 的 切 
线 ， 交 于 点 工 。 记 
a= < BOC 
B= ZOBT 
?= 一 OCT 
则 a,B8,Y 是 g- 三 角形 6 一 9 HAM 
O 〇 BC 的 三 个 内 角 。 连 BC, 得 
a+ p+y<a+ ZOBC + <OCB 


— — re te ee a ws 
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2. Gt BP+y<x 
从 图 6 一 9 还 可 发 现 一 些 有 价值 的 事实 。 延 
KOB, FHOFB', EBC, ip 
=r- (a+ ftp) 
则 有 
<TBC = <TCB = 


由 此 推出 


<OBC = 有 + $, ZOCB = pts 


6 
Z 


一 DB'C =Š, ZBCB' =£ 


这 样 一 来 ， 人 和信 QBC 和 AOB'C 的 各 个 角 都 可 以 
用 g- 三 角形 的 内 角 a、,8、y MAR 9 简单 地 表示 
出 来 。 售 OBC 和 AOB'C 部 是 普通 的 平面 三 角 
形 ， 它 们 的 边 与 角 之 间 应 该 满足 通常 的 正弦 定 
理 、 余 弦 定 理 等 平面 三 角 公 式 . 如 果 能 再 把 
AOBC 和 人 OB'C 的 各 边 用 9g- 三 角形 的 边 表示 
出 来 ， 就 可 以 从 AOBCA AOB'C 的 边 角 关 系 
导出 8- 三 角形 的 边 角 关 系 了 。 

AW W 

a=d(B,C), b=d(O,C), c= d(O, B) 

需要 把 图 6 一 9 中 的 线段 OB,OC,OB' BC, 
B'C 都 用 ab CHAN HR. 
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首先 ， 利 用 g- 距 离 的 计算 公式 《7》， 得 


2 1+OB 
c=d(O, B) = Rin 1- OB 


b= d(O,C) = Rin ti 


出 此 解 出 0B、QC, 得 


_ C s b 
OB = ths , OC=th oR (11) 


其 次 ， 由 于 O 点 到 圆 @ 的 切线 长 等 于 单位 圆 半 
径 ， 由 切 制 线 定理 得 OBOB =1。 以 UD R 
代入 ， 得 
Po C 
OB’ = cth>5- o aD 


现在 求 BC 的 表达 式 。 为 了 简化 计算 ， 利 用 
复数 表示 点 的 位 置 。 设 点 OO,B.C 分 别 对 应 于 复 
OZ, Zas Wi 


iz] = OB= th à 


C 
A he 


在 9- 等 距 的 一 般 公式 (1) P, W a=0, 2,= 
2 成 为 


Hi ABE = 2 变色 点 OO = 0), JER CZ =2,) 
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BEB AW (w = 7 ==), REESE, 


所 以 
d(O, W) = d(B,C) =a 
所 以 
ZZ, j_ _ pd (13) 
=e = OW = thas 


此 外 ， 容 易 验 证 下 面 的 恒等式 ， 
《1 = |2,] *) a a EA 人 


= ]1— 2,2,| a |Z, zl 
利用 上 面 这 些 结 果 ， 得 到 
BC = |z,- 2Z,| 


z-z]. V ETI eT 
a/ ]1 ~ z,Z,| :一 | 2,-2.2 


a= \Z,| * taf i= |]z:| 


=i 
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BC aR (14) 
=— p ee 
chor PoR 


最 后 计算 BC。 由 了 HEMAN- 


BIC =| 2,- |= fim aye 
1 | 2, 
_ lz- zl |= 2 | 
= | 2, | -2, 
2 BC, 1 
~ OB OW 


特等 式 (i2》、 13>. AD RA, RE 


BC = — (15) 


把 得 到 的 各 有 关 线 段 和 角 的 表示 A M A M 
6 一 9 ,然后 擦 去 多 余 线 条 ,得 到 图 6 一 10. 这 是 
一 个 非常 有 用 的 算 狠 。 图 中 共有 三 个 普通 的 三 角 
HB, AOBC,AOBC, ABBC, 对 于 图 中 不 同 
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的 三 角形 ， 以 及 一 个 三 角形 的 不 同 的 边 和 和 角 ， 应 
用 通常 的 平面 三 角 公 式 ， 再 把 公式 涉及 的 线段 和 
角 用 图 中 标注 的 量 代入 ， 化 简 后 ， 就 得 到 双 曲 几 
何 学 中 的 一 些 三 角 公 式 。 通 过 字母 轮换 ， 可 以 得 
到 更 多 的 双 曲 几何 学 中 的 公式 。 


SN fore shez 
图 6 一 10 算 A 
例如 ， 从 算 图 中 的 人 BCB' , 对 一 B' 和 一 C 应 
用 正弦 定理 ， 以 图 中 标注 的 量 代入 后 ， 得 


2R 2R 
sing 
a 
sh OR 
ch b ch ° sin? 


ee 
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化 简 ， 得 


b a b c 
sh- 2sh oR Shop She 
sing . sin 


由 此 将 字母 轮换 ， 得 到 


a b c 
np Re R 
sing sing = sinp 
a b c 
ashe PoR sh 
sing, 
IX FE IK HH IL fe] F FAE EM. 


又 如 ， 从 算 图 中 的 人 OHBC， 对 于 一 O 应 用 余 


汞 定理 ， 将 图 中 标注 的 有 关 量 代入 ， 化 简 得 


a b c 
ch -p tE hE 


sh cosa 
5X FES IL a2 BK eB 
”上 面 利 用 图 域 中 的 负 常 曲率 度量 ， 浏 览 了 双 
有 曲 乎 面 几 何 学 的 一 些 重 要 结论 。 如 果 把 单位 加 内 
部 换 成 单位 球面 内 部 ， 二 维 负 常 曲率 度量 换 成 兰 


一 Sh 
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维 负 常 曲率 度量 
ds’ 


__ 4B 
a-r 

BS A Br HSB) AS = AERE JLA E h Se a 
几何 学 和 微分 几何 学 ， 

同一 区 域 可 以 配备 不 同 的 ds 表达 式 ， 如 果 
借助 物理 的 类 比 ， 就 会 觉得 很 容易 理解 我们 可 
以 设想 ， 用 一 种 线 膨 胀 系数 很 大 的 金属 ， 制 成 一 
把 很 短 的 尺 ， 可 以 用 来 在 空间 各 点 测量 很 小 的 长 
Reds, RH AUR Ro tb eA SA + 
显著 ， 那 么 在 c PARRA, HR, 
短 尺 的 长 度 将 发 生 蛮 化。 因而 在 各 点 处 量 得 的 长 
度 值 Gs 将 有 不 同 程度 的 蛋 曲 。 区 域 c 中 的 每 一 种 
温度 分 布 状况 都 导致 一 个 ds’ 表达 式 , 不 同 的 温度 
分 布 状况 导致 不 同 的 ds: 表达 式 。 

现在 我 们 转向 几何 学 观念 的 另 一 推广 途径 ， 
看 看 射影 几何 方面 前 发 展 情 况 . 

射影 几何 学 研究 的 最 初 动力 ， 是 为 了 对 绘画 
提供 帮助 。 画 家 们 为 了 使 他 们 的 作品 富有 立体 
感 ， 必 须 研究 透 福 学。 下 面 一 辆 钢 版 画 是 德国 画 
REE) 〈1471 一 1528》 的 作品 ， 生 动 地 记载 了 中 
世纪 的 画家 怎样 研究 透视 。“ 透 视 ” Cperspect- 
ive) 这 个 名 词 ， 是 从 拉丁 文 perspecto〈 透 过 … 


cdr + rde -+ Psin Alp) 


图 6 一 11 中 世纪 画家 怎样 研究 透视 


看 去 ) 译 过 来 的 。 当 初 研究 透视 ， 是 采取 一 个 透 
明 的 平面 迎 在 限 哺 的 正 前 方 ， 透 过 这 平面 去 看 景 
物 , 把 看 到 的 样子 毫 不 错位 地 描画 在 这 个 平面 上 ， 
就 得 到 了 该 景物 的 透视 图 ,从 数学 上 看 ,这 就 需要 
研究 物体 在 中 心 射影 之 下 有 哪些 性 质保 持 不 变 ， 

自学 成 名 的 法 国 数学 家 笛 沙 格 (1591 一 1661) 
通过 研究 透视 法 ， 开 创 了 射影 几何 学 的 研究 . 

绘画 中 常用 的 透视 法 基本 规律 有 三 条 ， 

1. 平行 直 线 消失 于 一 点 。 就 是 说 ， 当 一 组 
平行 直线 向 远 处 延伸 时 ， 应 该 画 成 延长 后 交 于 一 
点 ， 这 一 点 叫做 消 点 ， 又 电 灭 点 。 
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2， 近 大 远 小。 就 是 说 ， 同 样 大 小 的 东西 ， 
FEMME EBA, MBB). RMR 
与 前 面 一 条 规律 联系 在 一 起 的 ， 

3. 平面 消 失 到 一 条 直线 上 。 就 是 说 ， 在 一 
个 不 与 视线 垂直 的 平面 上 ， 越 往 远 去 ， 图 形 显得 
越 小 ， 直至 最 后 消失 为 一 点 ， 所 有 这 些 消失 点 应 
该 画 在 同一 条 直线 上 ， 这 条 直线 叫做 消 线 ， 又 叫 
ER. Ain, BBR, EB 
上 总 是 在 天 与 水 之 闻 画 一 条 分 界 的 直线 ， 这 条 直 
线 就 是 水 面 的 消 线 。 

与 这 些 透视 规律 相对 应 ， 笛 吵 格 在 每 条 直线 
上 添 进 一 个 新 的 点 ， 叫 做 无 穷 远 点 ， 在 每 个 平面 
上 添 进 一 条 新 的 直线 ， 叫 做 无 穷 远 线 。 他 假定 每 
条 直线 上 有 且 只 有 一 个 无 穷 远 点 ， 一 组 平行 直线 
有 公共 的 无 穷 远 点 ! 每 个 平面 上 有 且 只 有 一 条 无 
穷 远 线 ， 一 组 平行 平面 有 公共 的 无 穷 远 线 ， 在 中 
心 射影 之 下 ， 无 穷 远 点 可 以 投射 成 普通 点 ， 具 体 
表现 为 对 应 的 一 组 平行 直线 投射 成 相交 直线 ， 普 
通 点 也 可 以 投射 成 无 穷 远 点 ， 具 体 表 现 为 相交 直 
线 在 特殊 情形 下 可 以 投射 成 平行 直线 .因此 , 通过 
这 样 引进 无 穷 远 元 素 以 后 ， 平 行 线 与 相交 线 之 间 
的 差别 不 见 了 ， 平 面 上 任何 两 条 直线 都 有 且 只 有 
一 个 公共 点 ,同样 地 ， 空 间 中 任何 两 个 平面 都 有 
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且 只 有 一 条 公共 直线 。 

引进 这 样 的 无 穷 远 元 崇 后 ， 带 来 很 多 方便 
例如 ， 产 生 了 非常 有 用 的 对 偶 原 则 。 在 一 个 关于 
射影 平面 上 的 图 形 的 命题 中 ， 把 点 换 成 直线 ， 直 
线 换 成 点 ， 点 在 直线 上 换 成 直线 过 点 ， 直 线 过 点 
换 成 点 在 直线 上 ,点 的 轨迹 换 成 直线 族 的 包 络 , 直 
线 族 的 包 络 换 成 点 的 轨迹 ， 这 样 得 到 的 新 命题 ， 
叫 向 原来 命题 的 对 价 命 题 。 对 偶 诛 理 斯 言 : BR 
命题 正确 ， 则 其 对 偶 命 题 也 正确 、 例 如 ， 考 虑 命 
题 。 任 给 两 点 ， 则 必 有 和 且 仅 有 一 直线 同时 通过 这 
两 点 。 它 的 对 偶 命 题 是 ， 任 给 共 面 二 直线 ， 则 必 
有 且 只 有 一 点 局 时 在 这 两 条 直线 上 。 在 射影 平面 
上 ， 这 两 个 互相 对 偶 的 命题 都 是 对 的 。 

向 沙 格 把 欧 氏 平面 各 欧 氏 空间 改造 成 射影 平 
面 和 影射 空间 ， 为 射影 几何 学 的 发 展 打 下 了 基 
础 。 但 是 这 件 工 作 却 与 欧 几 里 得 的 平行 理论 大 唱 
反 调 。 在 欧 儿 里 得 的 平行 理论 中 ， 在 一 平面 内 ， 
过 已 知 直线 外 一 点 有 一 条 且 只 有 一 条 与 它 不 相交 
的 直线 。 由 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 亚 诺 佬 - WE 
发 现 的 双 此 几何 学 断言 这 样 的 直线 有 无 穷 多 条 ， 
而 由 笛 沙 格 创始 的 射影 几何 学 却 断 言 这 样 的 直线 
连 一 条 也 没有 。 双 曲 几 何 学 在 1826 年 才 公开 发 
表 ， 结 果 激 起 一 场 轩然大波 ， 笛 沙 格 早 在 1636 年 


rp 


ee 
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就 出 版 了 一 本 关于 透视 法 的 小 册子 、1639 年 出 版 
了 他 的 主要 著作 《 试 论 难 面 截 一 平面 所 得 结果 的 
初稿 ”》， 结 果 却 能 安然 无 车 ,假定 同一 平面 内 任 
何 两 条 直线 都 相交 ， 昌 然 不 与 殉 几 里 得 第 五 公设 
直接 抵触 ， 却 与 《几何 原本 》 中 的 另外 一 些 公设 
和 公理 不 相 容 。 但 是 人 们 却 能 接受 射影 几何 学 ， 
并 且 乐 于 发 展 射影 几 何 学 ， 因 为 确实 看 到 它 很 有 
用 . 

通常 的 直角 坐标 系 只 能 表示 普通 点 ， 不 能 表 
示 无 穷 远 点 。 怎 样 把 坐标 系 加 以 适当 改造 ， 便 它 
也 能 用 来 表示 无 穷 远 点 呢 ? 

首先 考虑 一 条 射影 直线 的 情形 . 

如 果 ! 是 一 条 普通 直线 ， 那 么 只 要 把 ! 看 成 一 
个 数 轴 ， 就 可 将 lL 上 的 每 一 点 用 一 个 实数 k 表 示 。 
直线 [上 对 应 于 实数 k 的 点 ， 记 为 P;. 

现在 设 ! 是 一 条 射影 直线 ，P.。。 是 1 LM 
远 点 。 因 为 引进 无 穷 远 点 是 与 中 心 射影 有 关 的 ， 


所 以 可 将 ! 取 为 坐标 平面 上 的 直线 g = 1, 并 将 坐标 


原点 O 取 为 射影 中 心 ， 考 察 通 过 O 点 和 1 上 任 一 
点 的 直线 。 l 
MA6—12, ERLER M AP, 现在 具有 
坐标 (k,1)， 直 线 OP; 的 方程 可 写成 YX =ky, 直线 
OP 被 单位 图 截 得 的 线段 是 一 条 直径 A, Arg 


一 一 -一 
te an arr ee a aoao 
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图 6 一 12 无 穷 远 虚 的 表示 


K-> + oo 而 取 极 限 ， 则 ALA, 将 落 到 x 轴 上 ， 成 
为 图 6 一 12 中 的 宜 径 AcoAoo;s 它 对 应 于 ! 上 的 无 
穷 远 点 Po. MHS k>- 而 取 极 限 ， 则 
4'xAx 仍 将 落 到 x 轴 上 ， 这 表明 沿 ! 向 相反 方向 无 
限 远离 时 ， 仍 趋 于 同一 个 无 穷 远 点 P-， | 

总 之 ， 射 影 直线 ! 上 任 一 点 P 可 用 单位 回 的 
一 条 直径 A'A 吉 示 ， 当 号 是 无 穷 远 点 时 AAI, 
P 不 是 无 穷 远 点 时 A'A 与 1 交 于 点 也 。 无 穷 远 点 
是 假想 的 ， 单 位 男 中 平行 于 1 的 直径 却 是 实在 
的 。 所 以 ， 要 问 怎 样 确定 P 点 在 工 上 的 位 置 ， 只 
需 考 虑 怎样 确定 直径 4'A4 的 位 置 。 直 线 A'4 通 过 
WRO, ELER O ”而 外 各 点 的 对 应 坐标 
都 成 比例 。 所 以 可 用 直线 4'A 上 和 异 于 O 〇 的 任 一 点 


TB 


CX,， 光 ,) 的 两 坐标 之 比 X,:Xw, 来 确定 点 了 在 i 上 的 
位 置 。 这 样 就 导致 点 的 齐 次 坐标 的 概念 . 

把 殉 氏 直线 ! 看 成 数 轴 ， i 上 任 一 点 己 所 对 
应 的 实数 x 可 取 为 点 卫 的 一 种 坐标 ， 叫 做 非 齐 次 
坐标 。 现 在 令 

4,70, Xi = XX 
其 中 xX: 可 任意 选取 ， 只 要 不 为 零 ， 这 样 得 到 的 有 
FRAC, cD BOR PRT RAR. 车 (Yo 
3X:) 是 卫 点 的 齐 次 坐标 ， 天 0， 刚 数组 Cox, 
PX) 也 是 三 点 的 齐 次 坐标 ， 

现在 在 I 上 添 进 无 穷 远 点 Poo， 把 它 扩 充 成 射 
影 直 线 ， 并 且 规 定 P 的 齐 次 坐标 是 OH, OH 
中 天 0。 

这 样 一 来 ， 无 论 是 ! 上 前 普通 点 或 无 穷 远 
Fis BEMERKER, x), HPpre 和 
ARN AO, FFA RMF eAO, Cox, px) 与 
Xo CD#RRA-A, MAO 时 为 普通 点 ， 其 


非 齐 次 坐标 为 = Sh, Hor, = 0 时 为 无 穷 远 点 ， 


它 没 有 非 齐 次 坐标 . 

类 似 地 可 在 射影 平面 上 引进 齐 次 坐标 。 先 考 
虚 欧 氏 平 面 上 的 尾 意 点 P， 设 它 的 直角 坐标 是 
(x.y), MEAP RAE. S 
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Ti 天 0，MX LX, Kay = LY 

其 中 xz 可 任意 选取 ， 只 要 不 为 稚 ，。 有 序数 组 《x,， 
XX) 称 为 点 P 的 齐 次 坐标 。 然 后 在 平面 上 添 
进 无 穷 远 点 ， 规 定 它们 的 齐 次 坐标 是 《rs 0, 
paix, 不 同时 为 0 ， 并 且 对 于 ed, BA 
WOX, 9X0) 与 (%,%,,0) 表示 同一 个 无 穷 远 
点 。 

欧 开 平 而 上 直线 的 方程 是 

AT+By+C=0 
PAF x, WH 
Ax, + Bx, +Cx,=0 

其 中 A.BLCHAAHO, KRENETHLAR 
方程 的 一 般 形 式 。 如 果 无 穷 远 点 Ps KHI REPR 
CE, Xas 0) 满足 上 述 一 次 齐 次 方程 ,就 说 无 穿 远 点 
也, 在 这 条 直线 上 .无穷 远 级 的 方程 是 xX,=0， 

TERME, HUEN 维 殉 民 空 间 中 添 进 无 
HALER, ECERAN 维 射 影 空间 ， 并 在 其 中 引 
进 齐 次 坐标 。7? 维 射 影 空间 中 一 点 的 齐 次 谷 标 是 
n+1 个 数 所 成 的 衣 序 组 (X;, Xis os Cnr), 这些 数 
不 全 为 零 ， 并 且 如 果 用 任 一 不 为 0 的 数 P BRE 
们 ， 得 到 的 数组 COX, PX ts PAn) 仍 表示 同 
一 点 ， 无穷 远 点 由 条 件 Xa = 0 确定、 还 可 考虑 
BoA RM, PENA A. 
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2 维 的 情形 搞 清楚 了 ，7 维 Ci>2) 的 情形 就 
可 仿照 处 理 。 所 以 下 面 只 考虑 2 维 情形 。 

两 个 射影 平面 之 间 的 点 的 一 个 一 一 对 应 ， 如 
果 把 共 线 点 仍 变 到 共 线 点 ， 就 叫做 一 个 射影 对 
应 。 中 心 射 影 是 射影 对 应 的 特例 。 从 一 个 射影 平 
夯 到 它 自己 的 射影 对 应 叫做 射影 变换 。 平 面 射影 
变换 的 一 般 形 式 是 

P2’ = AX, + A, t AX, 

px, = Å, X, + A,X, t A, x, 

prs = Ag X, + AX, + AX. 
其 中 的 i Ea HDA Cel, 和》 分 别 是 
变换 前 的 变换 后 的 点 的 齐 次 坐标 ， 系 数 行列 式 
[Ail 40, pO, 

顺 次 施行 两 个 变换 Si 和 53: 的 结果 ， 仍 是 一 个 
变换 ， 称 为 变换 S, 和 S, WR. ERP RPK 
变 位 置 的 变换 叫做 恒 等 变换 。 如 果 顺 次 施行 两 个 
变换 的 结果 得 到 恒 等 变换 ， 就 说 后 一 个 变换 是 前 
一 个 变换 的 送 变 换 。 从 点 集邮 到 它 自 己 的 一 些 变 
换 所 成 的 集合 二 ， 如 果 包 含 其 中 每 两 个 变换 的 乘 
积 ， 包 含 恒 等 变 换 ， 而 生 包 含 其 中 每 个 变换 的 北 
变换 ， 就 说 之 是 一 个 变换 群 。 

n Be ee eee 
ROUSE ee CIRCE SU cece op ac: ae 
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保持 不 变 的 那些 性 质 . 

把 每 个 无 穷 远 点 仍 变 到 无 穷 志 点 前 射影 变换 
叫做 仿 射 变 换 。 伪 射 变 换 也 构成 一 个 变换 群 ， 叫 
做 仿 射 群 。 关 于 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 的 几何 性 
质 的 研究 ， 也 构成 一 个 几何 分 支 ， 叫 做 仿 射 几何 
学 。 平行 射 影 可 看 成 从 一 个 平面 到 田 一 个 平面 的 
一 种 特殊 的 仿 射 对 应 。 关 于 平行 射影 的 性 质 的 内 
容 的 研究 ， 属 于 仿 射 几何 学 的 一 部 分 。 

如 果 从 一 个 变换 群 G 中 选取 一 部 分 变换 构成 
REH, PPA HBR—-PERE, RUNG H 
子 群 、 仿 射 群 就 是 射影 群 的 一 个 子 群 . 

粗略 地 说 ， 一 个 变换 群 就 是 一 个 整套 变换 . 
一 个 变换 群 的 子 群 ， 就 是 从 一 大 套 变换 里 挑选 出 
来 的 一 小 套 变 换 。 在 变换 群 G 的 所 有 变换 下 都 保 
持 不 变 的 一 般 性 质 ， 在 子 群 并 下 也 都 不 变 ， 但 是 
反 过 来 却 不 行 , 子 群 卫 有 它 自己 的 特点 , ESCH 
比 ， 能 够 保持 更 多 的 性 质 不 变 。 例 如 ， 在 仿 射 几 
何 中 可 以 研究 平行 性 ， 平 行 性 在 仿 射 群 下 保持 不 
变 ， 在 射影 群 下 却 不 再 保持 。 

欧 几 里 得 几何 研究 图 形 的 形状 、 大 小 和 相关 
位 置 。 保 持 这 些 性 质 的 变换 ， 是 旋转 、 平 黎 、 轴 
对 称 和 中 心 对 称 等 刚体 运动 和 相似 变换 。 所 有 这 
些 变换 和 它们 的 乘积 也 组 成 一 个 变换 群 ， 岂 做 运 


eh aa a a 
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SoH. jac; PE EA TR. RRR LAE 
运动 群 下 不 变性 质 的 儿 何 分 支 。 

运动 群 也 是 射影 群 的 子 群 。 因 此 ， 可 以 扩大 
到 射影 几何 范围 内 ， 从 射影 角度 重新 认识 欧 氏 几 
何 。 欧 兵 儿 何 中 有 长 度 和 角度 概念 ， 这 些 量 在 射 
影 变 换 下 一 般 都 要 发 生 改 变 。 法 国 数学 家 拉 盖 尔 
(1834~1886) 研究 着 度 在 射影 变换 下 怎样 变 
化 ， 结 果 在 1853 年 发 现 用 虚 贺 点 定义 角 的 方法 ， 
所 谓 虚 加 点 ， 是 在 射影 平 而 上 具有 章 次 坐标 人 1， 
i，0) 和 1， 一 i，0) 的 两 个 无 穷 远 虚 点 ， 它 们 满 
足 圆周 的 齐 次 方程 

XTX E +X = 人 0 

同样 在 1853 年 ， 英 国 数 学 家 OLS (1821~ 
1895) 独立 地 把 这 方面 研究 向 前 推进 了 一 大 步 。 
他 用 一 条 任意 的 二 次 曲线 代替 虚 殴 点， 把 这 条 特 
定 二 次 曲线 称 为 绝对 形 ， 利 用 它 来 定义 长 度 和 角 
EWES. 推广 到 空间 ， 则 用 一 个 任意 的 二 次 曲 
MEA ANE. 

oe el ree SSE A] be - SESE (1849~1925) 
接受 了 凯 莱 的 思想 ， 并 加 以 发 展 。 使 得 在 射影 几 
何 学 框架 中 也 能 研究 非 殉 儿 何 ， 他 证 明了 ， 当 绝 
对 形 是 非 退 化 实 图 形 时 ， 得 到 负 常 申 率 的 几何 $ 
禾 对 形 是 非 退 化 虚 图 形 时 ， 得 到 正常 曲率 的 几 
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何 ， 而 当 绝 对 形 退 化 为 一 对 重合 直线 时 ， 则 得 到 
欣 氏 几何 。 根 据 这 些 情况 ， 他 把 负 的 常 曲率 几何 
称 为 双 则 蕊 何 ， 正 的 常 曲率 几何 称 为 糙 圆 几何 ， 
殉 氏 几何 称 为 抛物 几何 。 采 用 这 些 术 语 的 原因 ， 
AAAS BAF MMB, MAA, MA, AH 
线 与 无 穷 远 线 的 实 交点 的 个 数 分 别 是 2、0、 
1; 而 当 绝 对 形 是 非 
退化 实 二 次 项 线 、 非 
退化 虚 二 次 曲线 和 退 
化 为 一 对 重合 直线 
时 ， 它 们 与 一 直线 的 
实 交 点 的 个 数 也 分 别 
是 2、0、1. 

RH. NH 
斯 . 克 莱 因 从 另 一 途 
径 再 次 证 明了 ， 确 实 
图 6 一 13 EAT RRA FER EKLER 
五 公设 不 上 成立 的 几何 。 | 

菲 利 克 斯 - 克 革 因 的 最 著名 的 工作 ， 是 他 在 
一 篇 被 称 为 “ 爱 尔 朗 根 纲要 ”的 演讲 中 提出 的 册 
何 观点 .“ 爱 尔 朗 根 纲要 ?的 全 名 是 《关于 现代 有 见 
何 学 研究 的 比较 考察 一 -1872 年 在 爱 尔 衣 根 大 学 
评论 会 及 哲学 院 开 学 典礼 上 提出 的 纲要》 。 在 这 


AR 有 e 全 人 
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篇 演讲 中 ， 他 不 但 考虑 普通 的 空间 ， 也 考虑 抽象 
的 多 维 流 形 。 通 过 对 当时 已 经 发 展 起 来 的 各 种 各 
样 的 几何 学 加 以 比较 和 考察 ， 非 利克 斯 ， 克 莱 因 
指出 ， 作 为 几何 学 的 推广 ， 可 提出 下 面 的 一 般 人 性 
条 题 ， 给 了 一 个 流 形 和 这 个 流 形 的 一 个 变换 群 ， 
建立 关于 这 个 群 的 不 变性 理论 。 

十 年 以 前 ， 在 国内 的 数学 界 ， 内 要 提起 克 莱 
因 这 个 姓 ， 人 们 立刻 会 想起 把 几何 学 与 变换 群 联 
系 在 一 起 的 著名 论点 。 但 是 近来 人 们 逐 浙 部 悉 另 


一 位 克 药 困 ， 因 为 在 1979 年 至 1981 年 间 ， 当 代 的 


Re RRA PRAM CSRs BD H 
译本 1 一 4 卷 陆续 出 版 ， 引 起 了 很 多 人 的 兴趣 。 
虽然 前 者 的 姓 是 Klein, JG AER: Kline, HR 
中 文 却 只 字 不 差 。 为 了 将 两 位 克 荣 因 互 相 区 别 ， 
我 们 在 提 到 他 们 的 姓 时 ， 同 时 也 写 出 他 们 的 名 字 
菲 利 克 斯 或 莫 里 斯 ， 希 望 不 致 引起 混淆 ， 

EAER e 克 菜 因 的 “ 爱 尔 朗 根 岗 要 ”不 但 
是 里 程 碑 ， 也 是 一 个 转折 点 。 在 十 九 世 纪 的 最 后 
三 十 年 里 ， 数 学 家 们 认识 到 ， 几 何 学 大 厦 固 然 有 
可 能 继续 向 高 层 发 展 ， 然 而 当务之急 却 是 突击 如 
固 它 的 根基 。 通 过 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 
eee HAIL LR AD Pade Se EA 
&. AKT. 


七 公理 方法 
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BH RR, 
SRAWB. 
CH) 王 维 ，《 观 猫 》 


RTE RMR (1788~-1860》 在 1844 年 
说 ,他 感到 很 奇怪 ,数学 家 们 攻击 欧 几 里 得 的 平行 
公设 ， 而 不 去 攻击 “后 此 重合 的 量 相 等 ?这 一 条 公 
理 . 叔 本 华 认为 ,重合 的 图 形 自 然 基 恒 等 的 或 相等 
的 ， 央 而 无 需 什 女 公 理 . 况 且 , 这 条 公理 预先 假设 
本 图 形 的 可 移动 性 ， 但 是 能 在 空间 中 移动 的 是 物 
质 , 因 而 超出 了 几何 的 范围 .哲学 的 着 眼 点 与 数学 
的 着 眼 点 有 所 不 同 ， 数 学 家 们 未 必 完 全 和 性 成 叔 本 
华 提出 批评 的 理由 ,但 是 对 于 地 批评 的 这 件 事 , 却 
早已 注意 到 了 . 旺 在 十 六 世纪 ， 数 学 界 就 已 有 人 
批评 了 欧 几 里 得 用 重合 法 证 明 有 关 全 等 的 定理 。 
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在 《几何 原本 》 的 公理 表 中 ， 专 门 批评 第 五 
公设 ， 确 实 太 不 公平 。 其 它 公 设 、 公 理 并 不 都 是 
无 解 可 击 的 。 除 去 “后 此 重合 的 量 相等 > 也 受到 批 
评 而 外 ， 第 四 条 公设 “所 有 直角 彼此 相等 ”也 成 
为 怀疑 的 对 象 ， 有 人 认为 它 应 该 也 能 证 明 出 来 。 

另 一 种 批评 意见 正好 相反 ,认为 《几何 原 
本 》 的 公理 表 似乎 不 大 够 用 ， 还 应 该 更 加 完备 起 
来 。 

例如 ， 在 第 二 节 中 ， 我 们 介绍 了 《几何 原 
本 》 中 第 一 卷 命题 一 的 全 部 解答 过 程 。 如 果 以 严 
格 的 眼光 重新 审查 这 个 解答 过 程 ， 就 会 发 现 ， 其 
中 所 用 到 的 论据 ， 除 去 《几何 原本 》 里 已 列 出 的 
， 定 义 、 公 理 和 公设 而 外 ， 还 包含 其 它 的 基本 机 
定 .命题 1 的 内 容 是 ， 以 一 已 知 线段 为 一 边 ， 作 
等 边 三 角形 。 作 法 要 点 是 ， 设 已 知 线段 为 AB, 
以 A 为 圆心 4B 为 半径 作 圆 ， 以 如 为 圆心 、BA 
为 半径 作 圆 ， 两 圆 交 于 点 C, Æ CA, CB, W 
AARC 即 为 所 求 。 在 这 个 作法 中 ， 画 加 有 公设 
3 作 依 据 ， 连 直线 有 公设 1 作 依据 ， 但 是 为 什么 
两 图 一 定 相交 呢 ? 在 这 里 ， 上 默认 了 回 是 连续 不 断 
的 ， 要 想 从 圆 内 突破 加 图 的 包围 而 到 达 圆 外， 必 


WLAN, ESRI. HFEA AK 
说 ， 直 线 和 国 的 连续 性 是 至 关 重 要 的 基本 性 质 ， 
一 人 一 一 
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哪怕 它们 上 面具 有 一 此 极其 微小 的 缺口 ， 就 条 画 
oe REE Lh RRR, D 
及 相交 芍 一 切 定理 就 都 必须 重新 检查 . BD 
E, E OLARE EANAIR ETTEREN 
任何 公理 . 

《几何 原本 》 第 一 卷 命 题 1 的 证 明 中 缺少 关于 
HESPERIA BE RGR. SESE JA (1646 ~1716) 
指出 的。 

《几何 原本 》 中 的 定义 也 不 是 完美 无 缺 的 。 
“点 是 没有 部 分 欧 那 种 东西 ”， 什 么 叫做 “部 
分 ?? “直线 是 同 它 自己 上 面 各 点 看 齐 的 线 ? ,什么 
“WB IE"? 如 果 这 里 的 “部 分 "和 “看齐 ”是 数 
学 概念 ， 那 么 它们 本 身 的 确切 含义 又 是 什么 ? 如 
果 它 们 是 物理 概念 ， 那 么 ， 用 物理 概念 来 给 数学 
RAKE, RAE LESS WRAL. 
EE, ERENT, RERA AT 
《几何 原本 》 有 各 种 各 样 的 逻辑 缺陷 .长 期 以 来 ， 
人 们 对 《几何 原本 》 的 批评 主要 和 集中 在 第 五 公设 ， 
而 对 其 它 逻 辑 缺 陶 却 采取 容忍 态度 。 在 证 明 中 借 
助 直观 ,在 很 多 人 看 来 ,觉得 这 是 情 有 可 原 的 。 现 
在 的 小 学 、 中 学 和 大 学 数学 教学 ， 仍 然 经 常 有 意 
无 意 地 利用 直观 ， 来 减少 繁琐 乏味 的 兄长 叙述 。 

不 过 ， 作 为 课程 的 几何 学 与 作为 科学 的 几何 


SS re 
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学 有 着 原则 的 区 别 、 作 为 课程 的 几何 学 ， 要 针对 
中 学 生 的 年 龄 特点 ， 考 虚 可 接受 性 ， 弄 瑟 作为 
整个 教学 计划 的 一 部 分 ， 受 到 学 时 的 限制 . 下 作 
为 科学 和 
奉 自 治 ， 即 是 否 没有 内 在 矛盾 ? PRE ERE 
胡 进 双 曲 几何 学 的 单位 辕 积 昏 和 单位 球 模型 以 
后 ， 把 双 昌 几何 学 的 定理 全 部 以 特定 方式 解释 成 
欧 氏 几何 的 定理 ,这 样 就 把 人 们 对 双 明 儿 何 的 疑 
点 带 进 了 欧 氏 几何 。 双 曲 儿 何 学 的 定理 与 经 验 的 
头 距 是 那样 的 显著 ， 很 玲 想象 双 归 几何 中 一 定 不 
包含 逻辑 蔬 盾 .万 一 在 双 间 几 何 中 包含 某 个 矛盾 ， 


欧 氏 几何 中 就 会 包含 相应 的 了 矛盾 。 尽管 人 们 对 欧 


玉里 得 几何 的 正确 性 充满 信心 ， 保 是 由 于 《 凡 何 
原本 》 的 漏洞 太 多 ，、 使 人 不 得 不 采取 萤 愤 态度 。 
因而 ， 在 十 九 世 纪 的 最 后 三 十 年 间 ， 关 于 几何 基 
础 的 研究 受到 高 度 重 袖 . 

要 使 几何 学 有 一 个 坚实 的 基础 ， 就 不 能 只 关 
心 个 别 的 公理 ， 而 必须 提供 一 整套 关于 概念 和 公 
理 、 定 理 的 严密 系统 。 在 这 方面 ， 德 国 数学 家 巴 
+ (1843~1930) ABRAARMFRE WH (1858 
~1932) 都 做 了 重要 的 工作 ， 而 以 德 同 数学 家 
希 尔 伯 特 (1862~1943》 的 贡献 尤为 重要 .项 尔 
. 伯 特 在 他 的 书 《 几 何 基础 》 中 ， 对 网 氏 见 何 及 有 


几何 学 ， 首 先 应 该 考 fis 是 一 
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关 几 何 的 公理 系统 进行 了 深入 的 研究 。 还 有 一 些 
人 提出 了 欧 氏 几何 的 另外 一 些 公理 系统 ， 但 基 希 
尔 伯 特 的 公理 系统 最 接近 于 《几何 原本 》 的 原 
aa, 

种 尔 伯 特 《几何 
基础 》 的 第 一 版 出 版 
，。 于 1899 年 。 后 来 经 过 
”多 次 修改 ， 目 前 一 般 
引用 1930 年 出 版 的 第 
七 版 。 这 本 书 的 中 文 
译本 就 是 根据 第 七 版 
译 出 的 。 现 在 我 们 就 
KBB. ARARE 
m «JLE Bp E 

图 7 一 1 希 尔 伯 特 出 的 几何 公理 系统 是 
怎样 的 ， 它 与 殉 儿 星 每 在 《几何 原本 》 中 所 做 的 
有 什么 不 同 ， 

希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 首先 叙述 一 些 不 
加 定义 的 基本 概念 。 他 设想 有 三 组 不 同 的 对 象 ， 
分 别 叫 做 点 、 直 线 、 平 面 。 又 设想 点 、 直 线 和 平 
面 闻 有 一 定 的 相互 关系 ， 用 “在 … 之 上 ”、 “在 
“之 间 ”、“ 全 合 ”、“ 平 行 ”、“ 和 连续” 这 些 
术语 表示 。 儿 何 公理 就 是 这 些 关系 的 恰当 的 、 耐 
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又 “〈 对 于 数学 的 目的 而 说 的 )》 完备 的 叙述 。 

在 希 尔 伯 特 的 公理 系统 中 ， 凡 何 公理 分 为 五 
类 ， 共 20 条 。 先 把 这 些 公理 整个 浏览 一 遍 ， 然 后 
BE. 

第 一 类 是 关联 公理 ， 又 叫 从 属 公 理 ， 有 8 
条 ， 编 号 为 T,~T。 这 组 公理 考虑 在 被 称 为 点 、 直 
线 、 平 面 的 三 组 对 象 之 间 的 一 种 “关联 ”关系 ， 
他 用 术语 “属于 ”来 表示 这 种 关系 。 

L. 已 知 4 和 了 两 点 ， 恒 有 一 直线 ce， 它 属于 
4 和 吾 这 两 点 中 的 每 一 点 ， 而 且 4 和 了 吾 这 两 点 的 
每 一 虑 也 属于 Ca。 

L. BRAMB 两 点 ， 至 多 有 一 直线 ， 它 属 
FAM BEWARE A, WHAM BBA 
每 一 点 也 属于 这 直线 . 

这 里 说 到 两 点 时 ， 总 是 指 两 个 不 同 的 点 ， 其 
余 类 推 . 

“属于 ”这 个 术语 ， 也 可 换 成 更 方便 的 一 些 
RE. Win, “直线 a 属于 丸和 BB 这 两 点 的 每 一 
点 ”， 可 以 说 成 直线 GHUAAMB, ERa 连 
接点 4 和 Bi， “GARTER a”， 可 以 说 成 点 
4 在 直线 ga 上，A4 是 直线 4 的 点 ， 扫 是 直线 a 上 的 
A> HA 4 上 含有 点 扫 4 等 ， 若 点 4 在 直线 ab, 
又 在 另 一 直线 b 上 ， 就 说 直线 a 和 b 相 交 于 入， 
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i A 
.一 直线 上 恒 至 少 有 两 点 ， 至 少 有 三 点 不 

ee Hee 

1， 已 知 不 在 同一 站 线 上 的 A.B 和 C 三 点 ， 
恒 有 一 平面 a， 它 属于 和 A、.B 和 CC 这 三 点 中 的 每 一 
点 ， 而 且 和 4、B 和 CC 这 三 点 中 的 每 一 点 也 属于 。 
已 知 一 平面 ， 便 有 一 点 属于 这 平面 ， 而 且 这 平面 
也 属于 这 个 点 。 

这 时 也 说 。 点 和 在 平面 c 上 ，4 是 平面 oft 
点 ， 等 等 。 

I,。 已 知 不 在 同一 直线 上 的 4.B 和 C 三 点 ， 
至 多 有 一 平面 ， 它 属于 A、B 和 CC 这 三 点 中 的 每 一 
点 ， 而 且 4A.B 和 C 这 三 点 中 的 每 一 点 也 属于 这 个 
平面 。 

Le 车 一 直线 Q 的 和 B 两 点 在 一 平面 a 上 ， 
则 a 的 每 一 点 都 在 平面 < 上 ， 

这 时 也 说 ， 这 直线 a 在 平面 a 上 ,等 等 。 

FT。 车 a 和 8 两 平面 有 一 公共 点 A4， 则 它们 至 
少 还 有 另 一 公共 点 B， 

1,。 至 少 有 四 点 不 在 同一 平面 上 ， 

第 二 类 公理 是 次 序 公理 ， 有 4 条， 编号 为 
L~L. 

一 直线 上 的 点 有 一 定 的 相互 关系 ， 用 “在 … 
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之 间 ” 这 个 术语 来 描写 它 . 

LA BERAMAC ZIM, WA, BACE 
一 直线 上 的 不 同 的 三 点 ， 而 且 B 也 在 C 和 4 之 
间 . 

.已 知 4 和 CC 两 点 直线 A4C 上 恒 至 少 有 一 
点 号 ， 使 得 C 在 和 44 和 BB 之 冶 ， 

L. 一 直线 的 任意 三 点 中 ， 至 多 有 一 点 在 其 
它 两 点 之 间 . i 
定义 。 考 虑 一 直线 C 上 的 两 点 入 和 了 .把 这 一 
对 点 和 和 了 叫做 一 个 线 鲸 ， 用 4B 或 B4 表 示 。 在 
和 欠 和 B 之 闻 的 点 叫做 线段 4B 的 点 ， 或 线段 妇 B 内 
的 点 ， 和 及 各 叫做 线段 4B 的 端点 ， 直 线 4 上 的 其 

他 的 点 叫做 线段 4B 外 的 点 。 

L. ZA BMC 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 。 
设 G 是 平面 ABC 的 一 直线 ， 介 不 通过 和 .B.C 这 
三 点 中 的 任 一 点 ， 若 直线 o 通过 线段 4B 的 一 
点 ， 则 它 必 定 也 通过 线段 4C 或 BC 的 一 点 《巴士 
AM). 

如 果 采 用 直观 的 说 法 。 公 理 下 可 以 说 成 。 + 
一 走 线 走 进 三 角形 内 部 ， 则 它 必定 还 要 走出 来 . 

第 三 类 公理 是 全 合 公理 ， 有 5 条 ， 编 号 为 
I~. . | 

全 合 公 理 是 为 了 处 理 图 形 的 移动 而 引进 的 。 
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MMS SMA KR, 用 “全 
合 ”或 “相等 ”这 个 术语 表示 .线段 AB 与 A'B 
全 合 或 相等 ， 可 用 记号 表示 为 

AB=A’B’ 
由 于 AB 和 BA 表示 同一 线段 ， 所 以 上 式 中 的 AB 
可 改写 成 BA，A'B' 可 以 改写 成 B'A. 

利用 次 序 公理 及 其 推论 ， 可 以 考虑 一 直线 上 
位 于 一 点 同 侧 或 异 侧 的 点 ， 一 平面 上 位 于 一 直线 
同名 或 异 侧 的 点 ， 此 外 ， 还 可 仿照 通常 办 法 定义 
三 角形 的 概念 . 

L.A BRAS a 上 的 两 点 ，A' 是 直线 
av EAA, a 可 以 与 4 相同 ， 也 可 以 不 同 。 又 设 
指定 了 直线 a' 上 4’ 的 一 侧 ， 则 在 a' 上 4! 的 指定 一 
侧 必 有 点 B 使 AB= A'B', 

这 条 公理 实际 上 是 说 ， 线 段 能 从 任 一 位 置 移 
动 到 另 一 任意 指定 位 置 . 

IL. % A'B'=AB, 并 且 A”B”=AB, W 
A'B' = A” B”, 

这 条 公理 相当 于 欧 几 里 得 的 “等 于 同 量 的 量 
相等 ”， 但 是 仅 限于 线段. | 

L . 设 两 线段 4B 和 BC 在 同一 直线 C 上 ， 且 无 
ASK: BRA BAD CEA HRE, th 
无 公共 点 ，a' 可 与 @ 相 同 ， 也 可 不 同 。 # 


AB=A'B’ H BC=B'C’ 


AC -A'C' | 

直线 4 上 点 OO 的 同 出 的 点 的 全 体 ; 岂 做 以 点 
为 始点 的 一 条 射线 、 设 h 和 kk 是 同一 平面 内 有 公共 
始点 O 的 两 条 射线 ， 并 有 不 在 同一 直线 上 ， 那 么 
这 一 对 射线 hh 入 叫做 一 个 角 ， 记 为 二 Ch,k) 或 
二 (k,h) .PK 称 为 边 ， 〇 为 顶点 。 

根据 这 个 定义 ， 所 考虑 的 角 总 是 大 于 零 而 小 
于 平角 。 册 此 可 定义 角 的 内 部 和 外 部 。 

某 些 角 之 间 有 一 定 的 相互 关系 ， 用 “全 合 ? 
RHE BR. ck) 与 2k) 全 合 或 
相等 ， YRA 

<ih k) = 2 ch’, k’) 
上 式 左边 的 一 (PK) 可 改写 成 Ak, h), HWH 
20) 可 改写 成 <b RY, PRA IN 
序 可 以 交换 .又 著 旬 的 价 点 为 O， 角 的 两 边 上 各 
有 一 点 人 4 各 ， 还 可 将 角 的 记号 改写 为 <AOB 

不 . 设 给 定 了 一 平面 xg 上 的 一 个 角 h,k), 
平面 c" 上 的 直线 a", 以 及 平面 a 上 直线 0' 的 一 侧 ， 
teh’ Ra’ LM MO’ 开始 的 一 条 射线 、 则 在 
平面 a' 上 在 a 的 指定 一 侧 恰 有 一 条 射线 k, E 
一 (hsk) = 一 (h',k')。 每 个 角 与 它 自己 全 合 。 


ne o mn 
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这 个 公理 由 两 部 分 组 成 。 前 一 部 分 是 说 一 个 
和 角 可 从 任 一 位 置 移动 至 另 一 任 章 位置， 后 一 部 分 
是 说 每 个 角 与 它 自 己 相等 。 

1.. BR EMBABCHA BCE WE 

AB= A’'B', AC=A'C’, <BAC = 

ZLBATC' 

则 必 有 
AABC = ZA'B'C’ 

这 条 公理 看 上 去 有 点 象 我 国 现行 初中 《几何 》 
课本 中 关于 三 角形 全 等 的 “ 边 角 边 公理 ”， 实 慰 
上 仍 有 显著 差别 。 PEARL, ARTUR 
变 字母 知道 这 时 也 成 立 一 ACB = 二 A'C'B', 但 是 
BC 是 否 等 于 B'C"， 仍 有 待 证 明 。 | 

第 四 类 公理 是 平行 公理 ， 只 有 一 条 ， 编 号 为 
N. 

V 《〈 攀 几 里 得 公理 ) . ha RHR, A 
是 a 外 的 任 一 点 ， 在 a 和 人 决定 的 平面 上 ， 至 客 
有 ”条 直线 过 4 而 不 与 < 相交 。 

第 五 类 公理 是 连续 公理 ， 有 两 条 ， 编 号 为 
ViVi Co et 

V. 《度量 公理 ， 又 称 阿 基 米 德 公理 ). 若 AB 
和 CD 是 任意 两 线 疏 、 则 在 从 4 开始 并 通过 点 忆 
STR EAR ALA Ans E 
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得 线段 AA, AA, AnA 都 与 线段 CD 全 
会 ， 而 且 B 在 和 4 与 4, 之 间 . 

了:( 直 线 完全 性 的 公理 ) 。 一 直线 上 的 点 所 成 
的 点 集 ， 在 保持 直线 上 的 次 序 、 第 一 条 全 合 公 
理 、 以 及 阿 基 米 盘 公理 WAFL- LE, Vo 
的 条 件 之 下 ， 不 可 能 再 行 扩充 。 

以 上 就 是 希 尔 伯 特 《几何 基础 》 第 七 版 中 的 
全 部 20 条 欧 针 几何 公理 。 与 欧 几 里 得 《几何 原 
本 》 的 公理 表 相 比 ， 希 尔 伯 特 的 这 个 公理 系统 可 
以 用 “非常 完善 ”这 上 见 个 字 来 形容 ， 其 优越 性 主 
要 体现 在 三 性 ， 完 备 性 、 相 容 性 、 独 立 性 . 

先 看 完备 性 . 希 尔 伯 特 的 这 一 套 公 理 ， 可 以 
用 来 推 证 出 欧 见 里 得 的 平面 几何 和 立体 几何 中 的 
全 部 定理 ， 丙 不 需 再 引进 新 的 假定 ， 所 以 说 它 是 
完备 的 。 任 何 三 种 被 称 为 点 、 直 线 、 平 面 的 对 
象 ， 只 要 满足 这 20 条 公理 ， 就 一 定 满足 网 氏 平面 
几何 和 立体 几何 的 全 部 定理 。 欧 几 里 得 的 公理 表 
太 小 ， 不 够 用 ， 不 但 他 自己 在 《几何 原本 》 的 论 
证 过 程 中 常常 求助 直观 ， 默 认 一 些 乔 上 去 很 明显 
的 事实 ， 而 且 很 多 批评 欧 几 里 得 的 学 者 ， 在 他 们 
试 证 欧 儿 里 得 第 五 公设 的 时 候 ， 或 者 在 他 们 抛弃 
第 五 公设 而 发 展 非 欧 儿 何 的 时 候 ， 如 果 他 们 的 尿 
辑 依 据 只 是 《几何 原本 》 中 那个 很 不 完备 的 公理 


ao. 
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RA RET RBS AM aD ERAEN eN 
的 论证 过 程 是 很 严格 的 . 列 入 公理 表 的 命题 为数、 
极 少 ,都 已 经 过 精心 的 挑选 和 严格 的 审查 ,确认 它 
们 能 够 真实 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规律 ， 而 在 
论证 过 程 中 信 手 牛 来 的 一 个 貌似 明显 的 假定 ， 往 
往 可 能 带 有 某 种 片面 性 .公理 系统 的 完备 性 ,为 严 
格 地 展开 一 种 数学 理论 提供 了 充分 的 好 辑 依 据 . 

其 次 看 相 容 性 ， 即 无 矛盾 性 。 由 于 可 从 公理 
系统 出 发 ,利用 逻辑 锥 理 的 方法 ， 展 开 整 个 理论 ， 
所 以 ， 要 看 整个 理论 有 无 内 在 的 逻辑 矛盾 ， 只 需 
检查 作为 理论 出 发 点 的 一 套 公 理 有 无 内 在 矛盾 。 
WTR RIL, RGR RAZORS 
理 之 间 有 没有 互相 矛盾 的 地 方 。 这 20 条 公理 中 的 
每 一 条 都 符合 我 们 欧 实 跟 经 验 ， 令 人 感到 可 以 信 
赖 ， 相 信和 它们 之 间 不 存在 互相 矛盾 的 地 方 。 事 实 
上 ， 也 没有 准 能 够 找 出 它们 之 闻 的 任何 矛盾 。 但 
是 ， 找 不 出 并 不 等 于 不 存在 。 究 竟 怎 样 才能 证 明 
这 套 公 理 的 相 容 性 呢 ? 1898 年 庞 加 菜 发 表 了 一 个 
见解 ， 认 为 ， -个 公理 地 建立 起 来 的 结构 ， 如 果 
能 给 它 一 个 算术 解释 ， 就 可 以 相信 它 的 相 容 性 。 
希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 对 他 的 公理 系统 具体 
作出 了 一 个 算术 解释 、 因 而 证 明了 这 个 公理 系统 
具有 相 容 性 ， 更 确切 地 说 ， 希 尔 伯 特 证 明了 ， 如 
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RRKKILGAS EMA, WAAR- Eaa H 
应 的 矛盾 ， 既然 天 家 从 长 期 实践 经 验 中 相信 算术 
RSE BRHF. MAM KK ILA RMS AB 
ATR. AER, BARS OA MSNA 
T 

vB FL HUT R AEE SI 
BRIE A] SI + SUSE M ESS (WK RIL RY 
相应 内 容 ， 在 希 尔 伯 特 证 明了 欧 氏 几何 的 相 容 性 
以 后 ， 随 之 就 推出 双 曲 几何 的 相 容 性 . 

希 尔 伯 特 把 他 在 《几何 基础 》 书 中 烈 出 的 平 
行 公 理 玉 叫做 欧 几 里 得 公理 ， 虽 然 它 不 是 欧 几 里 
得 提出 的 ， 而 只 是 欧 几 里 得 第 五 公设 的 一 个 等 价 
命题 ,通常 叫做 普 雷 菲 尔 公 理 。 把 它 叫做 欧 几 里 得 
”平行 公理 ， 或 者 简称 欧 儿 里 得 公理 ， 只 是 为 了 强 
调 ， 在 希 尔 伯 特 的 公理 系统 之 下 ， 如 果 采 用 这 条 . 
公理 作为 平行 公理 ， 结 果 就 得 到 殉 氏 儿 何 学 ;而 
如 果 采 用 与 它 相 反 的 假定 作为 平行 公理 ， 即 假定 
. 在 平面 内 过 定 直 线 外 一 点 至 少 可 引 二 直线 不 与 已 
知 直线 相交 ， 结 果 就 得 到 双 明 几何 学 。 | 

从 希 尔 伯 特 的 全 套 公理 I~Y 可 得 到 欧 氏 几 
何 ， 它 是 相 容 的 ， 把 其 中 的 欧 儿 里 得 平行 公理 他 
换 成 其 对 立 的 命题 ， 得 到 冯 曲 几何 ， 它 也 是 相 容 
的 ,这 样 对 比 之 下 ,就 证 明了 ， 平 行 公理 WW 不 能 从 
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其 它 19 条 公理 推出 ， 这 就 意味 着 ， 在 希 尔 伯 特 的 
公理 系统 中 ， 平 行 公理 具有 独立 性 ， 

采用 类 似 的 构 作 新 儿 何 的 方法 ， 希 尔 伯 特 证 
HT: 他 在 《几何 基础 》 书 中 列 出 的 这 五 类 公 
理 ， 其 中 每 一 个 组 成 部 分 都 不 能 作为 它 前 而 的 各 
类 的 还 辑 推论 。 

例如 ， 为 了 证 明 公理 V 的 独立 性 ， 希 尔 伯 特 
构 作 了 满足 公理 I 一 卫 和 ,但 不 满足 V 的 几何 。 
只 要 在 普通 解析 几何 公式 的 基础 上 稍 如 变化 ， 就 
能 得 到 这 种 几何 。 在 这 种 几何 里 ， 直 线 和 圆周 都 
不 是 连续 的 ， 上 面 布 满 了 透气 孔 ， 因 而 从 直线 一 
鲍 走 到 另 一 便 ， 或 是 从 圆 内 走 到 BS, RB 
准 空 档 ， 就 可 以 大 播 大 摆 地 穿越 过 去 ， 而 不 会 受 
到 任何 阻拦 。 具 体 构 作 方 法 ， 是 把 实数 集 忆 换 成 
它 的 一 个 将 殊 的 子 集 , 这 里 只 中 的 数 都 是 从 1 这 
个 数 出 发 ， 作 者 限 次 下 列 五 种 运算 得 来 的 ， 加 、 
wh. RR. RARPARVI to, Kho # 
示 用 这 五 种 运算 得 来 的 某 个 数 。 因 此 ， 如 果 a 和 
b 是 2 中 的 任意 两 个 数 ， 那 么 G+D、Q&- 忆 ab、 


AO 也 都 是 人 9 中 的 数 对 于 -4 一 应 受 


2z 尖 0 的 限制 ) 。 现 在 限定 所 有 的 坐标 和 系数 都 只 
能 取 集 合 2 中 的 数 ， 而 在 形式 上 仍然 仿照 平面 解 


一 全 一 一 一 2 
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ULE. — ARR ey) 叫做 一 点 了 ,把 有 
FRAZIR wiw) 叫做 一 条 直线 1， 其 中 
X. Y, U, VAWRRO PMR, uflv 不 同时 为 
0 。 如 果 数 组 人 z, 办 和 连 比 人 :0D3:22》 满足 关系 式 
UK+VY+W=0 

就 说 点 (X,Yy) 在 直线 《4:2:tWw) 上 上。 其 余 概念 也 都 
”这 样 模 仿 普通 的 平面 解 枚 几何 加 以 规定 ， 就 能 验 
E AMIN 和 了 ， 中 有 关 平 面 几 何 的 各 条 都 
能 满足 ， 只 有 公理 Y, 不 满足 。 

也 许 有 人 会 产生 怀疑 难道 这 种 漏 润 百 出 的 
“直线 ”也 算是 直线 三 ? MHRA E R Mi 
1E] 

请 不 要 忘记 ， 希 尔 伯 特有 言 在 先 ， 说 是 设想 
有 三 组 不 辐 的 对 象 ， 第 一 组 的 对 象 叫 人 艇 点 ， 第 二 
组 的 对 象 叫做 直线 ， 第 三 组 的 对 象 叫做 平面 。 他 
只 告诉 我 们 ， 这 三 组 对 象 的 名 字 分 别 叶 做 点 、 直 
线 、 平 面 ， 并 没有 交代 它们 的 形象 如 何 。 希 尔 伯 
特 又 说 ， 设 想 点 、 直 线 和 平面 间 有 一 定 的 相互 关 
系 ， 用 “在 … 之 上 上 ”、“ 在 … 之 间 ”、“ 全 会”、 
“平行 ”、“ 连 续 ” 诸 术语 表示 、 他 也 没有 限定 
这 些 术 语 非 得 按 通 常 意义 理解 不 可 。 接 下 来 又 
说 ， 几 何 公理 就 是 这 些 关 系 的 恰当 的 、 而 又 〈 对 
于 数学 的 上 的 而 说 的 ) 完备 的 叙述 。 这 也 不 涉及 
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讨论 对 象 和 它们 之 闻 的 关系 的 那些 术语 的 具体 合 


X. 这 星 讨 论 的 只 是 抽象 的 对 人 象 之 间 的 抽象 的 关 
系 ， 只 要 它们 满足 这 套 抽象 的 公理 ， 就 一 定 满足 
由 它们 人 逻辑 地 推演 出 来 的 整个 几何 理论 ， 这 种 几 
何 理 论 也 是 抽象 的 。 如 果 对 于 几何 学 的 各 个 基本 


研究 对 象 及 其 基本 关系 赋予 某 种 具体 含义 ， 经 过 


验证 知道 满足 全 套 公理 ， 那 么 在 这 个 具体 系统 中 
就 一 定 成 立 这 种 几何 学 的 全 部 定理 ， 因 而 得 到 这 
种 几何 学 的 一 个 模型 。 一 种 几何 ， 可 有 多 种 不 同 
模型 ， 

设想 在 你 手头 有 一 本 希 尔 伯 特 的 《几何 基 
础 》， 磁 巧 又 有 一 个 五 场 话剧 的 剧本 。 你 会 觉得 
这 两 者 之 间 有 某 种 相似 之 处 。 被 希 尔 伯 特 称 为 
点 、 直 线 、 平 面 的 三 种 几何 对 象 ， 像 是 那 剧本 里 
的 剧 中 人 ， 剧 本 的 作者 给 每 位 剧 中 人 取 了 一 个 名 
Z., 被 希 尔 伯 特 用 术语 “在 … 之 上 ”、 “全 合 ” 
“平行 ”等 表示 的 一 些 基本 关系 ， 类 似 于 剧本 里 
涉及 的 剧 中 人 之 间 的 相互 关系 。 你 可 以 设想 自己 
是 一 位 导演 ， 阅 读 希 尔 伯 特 的 五 类 公理 及 其 推 
论 , 就 象 是 在 钻研 出 情 , 反 复 揣 摩 怎样 给 每 一 位 抽 
象 的 剧 中 人 恰当 地 寻找 一 位 具体 的 扮演 者 ， 还 要 
考虑 这 些 演员 配合 在 一 起 是 否 协 调和 谐 。 有 些 演 
员 只 能 演 好 前 面 几 场 ， 另 一 些 演 员 则 能 胜任 全 剧 
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的 演出 。 一 个 经 过 千 锤 百 炼 的 精采 剧本 ， 能 够 活 
路 舞台 儿 吓 年， 其 至 跨越 世纪 ， 演 员 的 阵容 不 妨 
屡 经 更 动 。 拿 这 些 常识 来 作 类 比 ， 就 容易 理解 四 
现代 公理 方法 抽象 地 建立 的 几何 理论 与 它 的 各 个 
黄体 模型 之 间 的 关系 。 

HILT, MULE OL a> Bar 
尔 伯 特 的 《几何 基础 ?》， 并 不 是 简单 地 堵 漏 补 
遗 ， 而 是 从 一 种 具体 的 特定 模型 上 升 为 抽象 的 普 
遍 理 论 。 这 种 升华 固然 是 历史 发 展 的 必然 趋势 ， 
而 对 《几何 原本 》 缺 聊 的 批评 和 改进 的 尝试， 特 
蝇 是 对 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 的 深入 研究 ， 也 起 
了 重要 的 诱发 作用 ， 

在 研究 欧 氏 几何 公理 系统 的 同时 ， 得 到 了 一 
些 意 外 的 副产品 。 除 去 以 非常 一 般 的 形式 建立 起 
射影 几何 学 的 公理 系统 而 外 ， 在 十 九 世 纪 末 和 二 
十 世纪 初 ， 还 建立 了 各 种 各 样 特别 的 公理 几何 
学 ， 其 中 有 一 部 分 已 得 到 不 同 程度 的 应 用 。 特 别 
是 一 种 码 做 “有 限 射 影 几 何 ” 的 ， 由 于 在 试验 设 
计 中 得 到 应 用 ， 现 在 已 发 展 成 为 一 个 很 活路 指数 ， 
学 分 支 。 有 限 射影 几何 类 似 于 通常 的 射影 几何 ， 
但 是 每 个 平 列 上 只 有 有 限 多 条 直线 ， 每 条 直线 上 
只 有 有 限 多 个 点 . 最 简单 的 有 限 射影 平面 只 包含 
7 条 直线 和 7 个 点 ， 每 条 直线 上 恰好 有 三 个 点 ， 
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7 一 2 有 限 射 影 平面 的 模型 


每 个 点 恰好 在 三 条 直线 上 . 图 7 一 2 是 这 种 有 限 
射影 平面 的 一 个 模型 ,图 中 用 小 圆 回 标 出 的 点 


、 有 .B.C.D.E,FG 是 有 限 射 影 平 面 上 的 七 个 点 : 


不 妨 设想 它们 是 某 个 城市 的 七 个 最 重要 的 公共 汽 
车 站 ， 如 火车 站 、 轮 船 码头 .中 百 一 店 等 。 图 中 还 
有 六 条 直线 BDC.CEAAFB AGD, BGE,CGF 
各 一 个 加 DEF， 分 别 标注 了 数字 1 一 7， 可 以 设 
想 它们 是 七 条 主要 公共 汽车 线路 ， 数 字 1~7 就 
是 线路 的 编号 ， 其 中 的 7 路 车 是 环行 的 。 这 七 条 
主要 公共 汽车 线路 ， 可 以 看 成 是 有 限 射 影 平面 中 
的 七 条 直线 。 为 了 叙述 方便 ， 我 们 将 拒 这 七 点 七 
级 说 成 是 七 个 大 站 和 七 条 干线 。 图 7 一 2 所 示 的 
公共 汽车 线路 图 ， 有 下 面 列举 的 一 些 很 好 的 性 
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1. 每 两 个 不 同 的 大 站 有 且 仅 有 一 条 干线 相 
连 。 
用 数学 的 口吻 来 说 ， 就 是 ， 任 给 两 个 不 同 的 
点 ， 有 县 只 有 一 条 直线 同时 通过 这 两 点 ， 这 意味 
着 满足 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 关联 公理 LA, 
这 是 直线 的 基本 特征 。 

2 。 任 何 两 条 干线 之 间 都 可 从 某 一 大 站 转 
”车 。 

用 数学 术语 米 说 ， 就 是 ， 任 何 两 条 直线 都 有 
公共 点 ， 这 是 射影 平面 的 基本 特征 ， 

这 种 有 限 射 影 几 何 还 有 许多 很 深入 的 数学 性 
质 ， 与 抽象 代数 学 紧密 联系 着 ， 这 里 就 不 细 说 
了 。 现 在 我 们 求 看 一 看 ， 这 种 有 限 射 影 几 和 何 怎么 
会 同 试验 设计 发 生 联系 的 ， 

仍然 考虑 图 7 一 2 所 示 的 有 限 射 影 平面 模 
型， 不 过 这 一 次 不 是 把 它 看 成 公交 线路 图 而 
是 看 成 田间 试验 方案 示意 图 。 把 图 中 的 七 个 点 淖 
成 某 种 农作物 的 七 个 品种 ， 七 条 线 看 成 七 小 块 试 
验 田 ， 每 一 少 块 试验 田 叫 做 一 个 区 组 。 一 条 线 弟 
过 某 三 个 点 ， 表 示 对 应 的 区 组 内 种 植 这 三 个 品 
种 。 因 而 从 图 中 所 示 的 有 限 射 影 平 面 得 到 一 个 试 
验 设计 方案 ， 它 把 七 个 品种 安排 在 七 个 区 给 内 种 
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W, HAETEKARAASARSH BH C38), 
每 个 品种 都 出 现在 同样 多 的 区 组 里 (3 个 )， 每 两 
个 总 种 都 在 同样 多 个 区 组 时 比较 过 优 劣 (1 个 )， 
具有 这 样 平等 条 件 的 试验 设计 方案 ， 叫 做 平衡 不 
完全 区 组 设计 (balenced incomplete block 
design)， 简 称 为 BIB 设 计 , 利 用 有 限 射影 几何 可 
以 构 作 很 多 BIB 设 计 . 

有 限 射影 几何 的 例子 表明 ， 从 直观 的 欧 氏 几 
何 发 展 为 抽象 的 公理 几何 ， 使 人 们 能 饮用 更 加 灵 
活 多 样 的 方式 研究 现实 世界 的 规律 . 

虽然 如 此 ， 人 们 总 是 还 想 问 个 明白 :现实 世 
界 究 竞 适 用 哪 一 种 几何 学 呢 ? 


八 时 空 的 四 维 几何 学 
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TEEF 
迁 于 乔木 。 
《诗经 。 小 雅 。 人 伐木 为 


惊险 影片 的 大 师 们 着 于 制造 悬念 ， 以 艺术 的 
魅力 ， 紧 扣 观 众 的 心 苞 ， 使 他 们 渴望 了 解 剧情 的 
发 展 ， 而 电影 的 结局 总 是 那样 出 人 意料 而 又 合 于 
情理 . 

大 自然 就 象 是 一 位 超级 艺术 大 师 ， 人 类 在 探 
求 自然 奥秘 的 漫长 征途 中 ， 常 有 意外 的 欢乐 和 难 
以 预料 的 捧 折 。 有 虽 无 险象 环 生 ， 却 也 常见 异 峰 突 
起 ， 而 悉心 研究 所 得 的 答案 ， 则 往往 令 人 附 掌 称 
a. | 

高 斯 通过 研究 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 对 殉 氏 用 
何 是 否 必 然 适 用 于 现实 世界 ， 提 出 了 怀疑 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 发 表 的 双 曲 允 何 学 得 不 到 同 代 
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人 的 承认 ， 他 把 希望 寄托 于 星空 的 测量 ， 期 待 着 
有 朝 一 EB JL OBA RP EIU EF 
大 千 志 界 。 

现实 世界 究竟 适用 哪 一 种 几何 学 ? 这 是 一 个 
无法 回避 的 问题 ， 也 是 一 个 令 人 烦恼 的 问题 。 要 
想 回 答 这 个 问题 ， 如 果 只 赁 医 数 学 的 力量 ， 未 免 
势 孤 力 单 ， 毕 竟 ， 数 学 在 发 展 概 念 、 定 理 和 公式 
的 逻辑 体系 时 ， 是 那样 的 得 心 应 手 ! 而 直接 研究 
现实 世界 ， 却 是 物理 的 擅长 。 如 果 没 有 物理 学 的 
帮助 ， 这 个 问题 就 不 能 得 到 正确 的 管 案 ， 

在 传统 的 欧 几 里 得 几何 中 ， 只 考虑 具有 长 、 
宽 、 高 三 度 的 空间 ， 而 不 考虑 时 间 。 从 网 几 里 得 
几何 出 发 ， 抽 掉 第 五 公设 ， 换 上 相反 的 假定 ， 就 
得 到 双 曲 几何 。 所 以 ， 双 曲 儿 何 继承 了 欧 儿 几何 
的 传统 ， 也 是 只 谈 空 间 、 不 讲 时 间 。 点 动 成 线 、 
线 动 成 面 、 面 动 成 体 ， 这 些 生动 的 几何 直觉， 常 
被 代 之 以 摄影 式 的 静止 图 景 ， 面 是 体 的 界限 ， 线 
是 面 的 界限 ， 点 是 线 的 界限 。 

然而 ， 现 实 世 界 的 万 事 万 物 都 处 在 永恒 的 运 
动 当中 ， 静 止 只 是 相对 的 和 暂时 的 。 要 表现 运 
动 ， 就 不 能 只 说 明 在 何 地 ， 还 必须 指出 在 何 时 - 
a ees la 


空间 的 位 置 ， 需 要 三 个 坐标 (X,Yy,2); 物理 学 的 
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基本 研究 对 象 是 事件 ， 要 说 明 一 个 事件 发 生 于 何 
时 何 地 ， 除 去 三 个 空间 坐标 《x, 如 2 而 外 ， 还 需 
冤 时 间 坐 标 妃 因此， 研究 物理 事件 ， 需 要 在 由 一 
切 有 序 四 数组 (XYZ, DIRETE RRE E 
进行 ， 这 个 四 维 空间 叫做 时 空 ， 

直到 十 九 世 纪 为 止 ， 物 理学 中 也 没有 发 现时 
间 和 空间 有 什么 密切 的 内 在 联系 。 如 果 把 空间 设 
想 成 一 间 大 厅 ， 时 间 便 象 是 穿 堂 而 过 的 流 矢 。 当 
时 人 们 对 时 、 空 关系 的 理解 ， 大 致 上 就 是 这 和 料 
的 。“ 光 阴 似 箭 ， 日 月 如 梭 ”， 就 是 这 种 传统 时 
空 观 的 写照 . 

七 九 世纪 后 期 的 一 些 物理 实验 ， 特 别 是 著名 
的 迈克 耳 示 一 莫 寺 实验 ， 使 持 有 传统 时 空 观 的 物 
理学 家 们 困惑 不 解 。 

当时 对 物理 场 的 标 念 还 不 太 清楚 ， 认 为 就 象 
我 们 生活 在 空气 当中 一 样 ， 字 宙 空 间 也 充满 一 种 
叫做 “以 太 ” 的 无 形 物质 ， 电 磁 波 和 光波 就 是 通 
过 以 太 传播 的 ， 随 着 地 球 绕 太 阳 的 公转， 地球 
与 以 太 发 生 相 对 运动 。 空 气流 动 形成 风 ， 以 太 与 
地 球 相对 运动 ， 也 会 产生 指 面 而 来 的 以 大 风 ， 如 
果真 是 这 样 ， 只 要 设计 出 足够 灵巧 的 精密 仪器 ， 
就 能 测 出 以 太 风 所 引起 的 微小 变化 。 类 国 物 理学 
家 迈克 耳 逊 和 莫 直 设计 的 实验 ， 就 是 为 了 达到 这 
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个 昌 的 。 下 面 是 实验 装置 的 示意 图 ， 


图 8 一 1 迈克 耳 各 一 英 备 实验 

这 个 实验 的 基本 原理 是 这 样 的 ， 从 光源 射出 
的 一 束 光 线 传 到 仪器 的 中 央 ， 在 那里 有 一 块 成 
45" 角 倾斜 的 薄片 ， 让 一 部 分 光线 透 过 薄片 ， 射 
MAR, H-MAHRABR EN, HABE, 
HBB tA HMA AREA. FARER 
器 ， 可 保证 从 注 片 到 女 镜 的 距离 等 于 到 B 镜 的 距 
离 。 被 A 镜 反 射 回 来 的 光束 受到 薄片 背面 的 反射 
后 ， 进 入 一 个 小 望远镜 ; 被 B 镜 反 射 回 来 的 光 
束 ， 透 过 薄片 后 ， 与 怒 路 光线 会 合 ， 同 样 进 入 小 
望远镜 。 如 果 这 两 路 光线 在 途中 所 花费 的 时 间 不 
同 ， 根 据 经 典 光 学 ， 就 会 产生 干涉 ， 从 望远镜 里 
将 能 看 到 干涉 条 纹 。 

mAs —2, RBH PAO, OA=OB= 


一 一 一 一 


re r 
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d, #63229 C, 地 球 与 以 太 相 对 运动 的 速度 为 2， 
并 设 OA 方 向 与 2 的 方 8 
向 一 致 。 那 么 根据 经 
典 力 学 ， 沿 着 垂直 于 
以太 风 的 方向 OB, 
光线 往返 的 速度 仍然 
都 是 c， 而 在 OA X 
向 上 传播 时 ， 光 线 的 l 
“上 顺风 速 ” AL A 图 8 一 2 

速 ? 分 别 是 ct+2 和 c-v, HHARWOA 和 OB 
往返 所 需 时 间 分 别 为 经 和 如 ， 则 


J. tacts 
由 于 地 球 每 24 小 时 自转 一 周 ， 所 以 如 果 其 一 
”时 刻 OA 平 行 于 地 球 与 以 太 相 对 运动 的 方向 ,那么 
6 小 时 后 OA 与 OB 两 直线 将 交换 位 置 ， 因 页 在 6 
小 时 后 将 有 ts 过 ta. 这 一 变化 将 使 望远镜 中 看 到 
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前 于 涉 条 纹 发 生 明 显 的 移动 

1880 年 第 一 次 做 这 个 试验 ， 谁 知 结果 根本 君 
不 到 有 什么 干涉 条 纹 的 移动 。 根 据 经 典 力 学 ， 怎 
么 也 不 能 解 嫩 这 个 意外 结果 ， 物 理学 面临 着 一 场 
ENL. 

1905 年 ， 在 瑞士 一 家 专利 局 工作 的 一 位 德国 
青年 人 提出 一 种 新 的 时 空 理论 ， 使 物理 学 皖 脱 困 
境 ， 重 新 出 现 勃 勃 生 机 。 这 位 年 青 人 就 是 后 来 举 
进 闻 名 的 物理 学 家 爱 因 斯 坦 C1875~1955) , fis 
所 提出 的 理论 被 称 为 狭义 相对 论 。 2 

为 了 说 明 狭 义 相 对 论 的 时 空 几 何 学 与 以 前 的 
有 有 何 本 质 区 别 ， 让 我 们 来 分 析 一 些 理 想 化 的 假想 
情况 。 

设想 在 晴朗 的 夏 夜 ， 有 一 位 天 文 爱好 者 ， 在 
家 中 的 阳台 上 观测 夜景 。 他 注意 到 ， 在 近 处 街角 
的 交通 岗亭 开始 亮 起 红 灯 的 时 候 ， 天 边 的 一 颗 星 
RIGA T — F. 他 把 * 亮 红 灯 ” 称 为 发 生 于 此 时 
此 地 的 事件 A, “星光 闪 ? 称 为 发 生 于 彼 时 彼 地 的 
事件 召 。 他 还 知道 ， 这 颗 星 到 地 球 的 距离 是 一 光 
年 ， 即 光线 在 1 年 时 间 内 走 过 的 距离 ， 约 等 于 
9.4605x 10K 。 因而， 现在 映 入 眼帘 的 星光 ， 
1 年 以 前 就 已 从 星体 表面 发 出 。 所以， 如 果 分 别 
考虑 “此 时 此 地 亮 红 灯 ?” 与 “ 彼 时 彼 地 星光 网 ?” 


-一 一 一 一 一 一 -一 
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这 两 个 事件 的 时 间 差 .Jt| 和 它们 在 三 维 空 间 
上 ,中 的 距离 .I1， 并 了 且 用 “表示 光速 ， 就 有 

jdt) =146, J1=135¢64F 

Al 

lat | 
A, ay a Hi Be ERRA A ae ae 
发 生 的 事件 BB 恰好 被 同时 观测 到 ， 总 有 

e{4t| =41 


=C 


Ba 
ct *~ C41)7=0 
由 此 ， 在 四 维 时 空 V, 中 引进 量 Ao， 定 义 为 
(fay=ac(4t)*- (ALF 
这 样 定义 的 Ao 叫做 事件 4 和 B 在 时 空 V, 中 的 间 
隔 。 若 事件 刀 和 B 被 同时 观测 到 ， 则 它们 的 间隔 
4do=0, 
设想 另外 还 有 一 位 观测 者 ， 坐 在 正在 沿 公 路 
匀速 行驶 的 汽车 里 ， 从 窗口 往外 观察 ， 他 也 观测 
到 了 事件 么 和 事件 B， 不 过 在 他 的 观测 系统 里 ， 
测 得 事件 4 和 了 的 时 间 差 为 Ati, ZHE 离 为 
Al, KARAAT. 每 个 观测 系统 叫做 一 个 参 
照 系 ， 也 就 是 四 维 时 空中 的 一 个 坐标 系 。 在 相对 
论 以 前 的 物理 学 中 ， 认 为 两 个 惯性 参 申 系 之 冶 的 
变换 满足 
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{ At'= 4t (1) 
‘Ue Al (2) 
PIA BP EAE C1) Al C2) BAR eh E 
变换 ， 对 应 的 时 空 叫做 和 牛顿 时空。 一 个 典型 的 个 
里 路 变换 是 


z =z 
Epro 是 常数 ， 是 两 个 惯性 系 相 对 运动 的 速度 。 
狭义 相对 论 则 认为 ， 两 个 惯性 参照 系 之 间 的 
变换 应 该 满足 
Ao'= Ao 
Bp 
CT8 - CAPY = CLAY — CAD’ (3) 
满足 条 件 《 3 HERUMMRERER, MRA 
佬 空 叫 做 相对 论 时 空 。 一 个 典型 的 洛 仑 兹 变换 是 


v 
t - x 
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yay 

之 /二 之 
通常 两 个 惯性 系 相 对 运动 的 速度 VE EE < 小 得 
£Z., Km 


— 79 


C 


EIN TS 2k ERR UE AE in ER, m V 
大 到 接近 于 光速 c a, WOME Ah BER 
的 区 别 就 十 分 显著 . 

PILAR, Ri C 导致 度 规 

ds = cdt - dx’ ~ dy’ - dz’ 

这 个 度 规 叫做 明 可 夫 斯 基 度 规 。 狭义 相对 论 的 时 
空 的 物理 理论 ， 在 数学 形式 上 ， 表 现 为 将 时 空 
V ,配备 明 可 夫 斯 基 度 规 后 所 得 到 的 四 维 黎 曼 几 何 
学 、 

看 上 类 爱 因 斯 坦 的 假定 似乎 非常 大 有 得， 实际 
上 却 是 很 赣 慎 又 很 自然 的 。 经 典 力 学 的 定律 ， 是 
从 通常 遇 到 的 大 量 低 速 现象 中 概括 总 结 出 来 的 ， 
它 能 以 很 高 的 精确 度 描 写 这 些 常 见 的 低速 现象 ， 
电磁 波 和 光波 的 传播 速度 高 达 每 秒 三 十 万 千 米 ， 
经 典 力 学 的 观念 能 否 不 加 修改 地 应 用 于 涉及 电磁 
和 光 的 高 速 现象 ， 共 实 并 未 得 到 充分 可靠 的 依 
据 。 爱 因 斯 坦 的 基本 想法 是 ， 要 从 经 过 实验 充分 
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证 明 的 可 佬 事实 出 发 。 他 注意 到 ， 揭 示 电 磁 现象 
其 本 规律 的 卖 克 斯 韦 方 程 已 经 得 到 观测 和 实验 的 
有 力 支持 ， 因 而 他 把 电磁 学 定律 和 与 之 有 关 的 光 
在 真空 中 的 传播 放 在 优先 考虑 的 地 位 。 才 克 斯 韦 
方程 在 项 里 略 变 换 下 要 改变 形式 ， 而 在 洛 仑 兹 变 
换 下 却 保 持 不 变 。 从 这 些 基 本 想法 出 发 ， 经 过 细 
致 的 论证 ， 自 然 会 导致 狭义 相对 论 。 

狭义 相对 论 是 一 个 成 功 的 理论 。 它 使 人 们 能 
钱 了 解 原子 、 原 子 核 和 宇宙 线 内 发 生 的 过 程 。 爱 
因 斯 坦 根 据 狭 义 和 相对论 建立 的 质量 与 能 量 之 间 的 
RRE =m, 在 利用 原子 核能 的 问题 上 起 着 决定 
性 的 作用 。 现 代 的 带电 粒子 加 速 器 ， 设 计时 必须 
根据 相对 论 力学 计算 尺寸 ， 

BESANT OE, BASE RIL, BEAR 
是 传统 的 三 维 殉 几 里 得 几何 学 ， 也 不 是 罗 已 切 去 
斯 基 等 人 提出 的 三 维 的 双 曲 几 乌 学， 而 是 一 种 四 
维 的 几何 学 。 涉 及 高 速 现象 时 ， 空 间 的 量度 和 时 
间 的 测定 挠 在 一 起 ， 难 解难 分 ， 不 能 再 像 传 统 的 
欧 氏 几何 那样 只 谈 空间 ， 不 管 时 间 。. 

1915 年 ， 爱 因 斯 坦 发 表 了 广义 相对 论 ， 进 一 
步 把 时 间 、 空 间 和 引力 的 理论 揉 合 在 一 起 。 他 在 
大 学 时 代 的 同窗 好 友 格 罗斯 受 帮 助 他 克服 数学 困 
难 ， 人 掌握 了 黎 曼 几何 与 张 量 算法 。 在 广义 相对 论 
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中 ， 四 维 时 空 V ACS TRS RE 


ds’ =) gj,dxj dx, 
上 式 右边 的 二 次 微分 形式 的 号 差 为 (-，-，-， 
+), 即 在 任 一 点 把 右边 关于 dXi 的 二 次 齐 次 式 化 
为 平方 的 代数 和 和 以后， 包含 三 个 负 项 ， 一 个 正 
项 此 外 ， 还 应 满足 爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 
(Gi, = 8aT jy 
引力 场 方程 右边 的 Tik BRR, 
明 产 生 引 力 场 的 物质 的 特性 ;左边 的 Gi* 曲 做爱 
因 斯 坦 张 量 ， 是 由 Gin 及 其 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 构 
成 的 一 种 复杂 的 表达 式 ， 反 映 四 维 时 空 的 弯曲 特 
性 ， 这 种 弯曲 性 可 作为 引力 存在 的 数学 表现 形 
式 。 引 力 场 方程 反映 的 最 关键 最 根本 的 思想 是 ， 
物质 的 分 布 和 状态 决定 了 时 空 的 几何 结构 ， 反 过 
来 ， 时 空 的 几何 结构 又 决定 了 物质 在 引力 场 中 如 
何 运动 。 
对 于 球 对 称 量 体 在 它 周围 产生 的 引力 场 ， 例 
如 太阳 周围 的 引力 场 ， 可 利用 球 对 称 条 件 和 场 廊 
程 解 得 对 应 的 黎 部 度 规 为 


ads’ = ( 1- 2GM Near 
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二 
1 26M 
Tc 


- rd? —rsinédg’ 


53 ASAE He] {BS APR. APR) oR Ee a SR E 
SEAL, BE PP EAEBETT TM, AM 
道 ， 在 靠近 太阳 的 地 方 。 广 义 相 对 论 推 出 的 结果 
与 牛顿 引力 理论 推出 的 结果 有 所 不 同 。 将 这 些 区 
别 与 实际 观测 结果 比较 ， 就 验证 了 广义 相对 论 的 
正确 性 。 其 中 的 重要 验证 之 一 是 水 星 的 运动 情 
况 ， 水 星 绕 太阳 运行 的 轨道 并 不 是 一 个 固定 的 禄 
咒 ， 这 个 椭 贺 和 的 近日 点 还 要 绕 太 阳 转 动 ， 每 一 百 
年 转 过 43 张 秒 。 这 个 数值 在 牛顿 理论 中 一 直 没 有 
办 法 解释 ， 但 是 用 广义 相对 论 的 弯曲 时 空 理论 却 
能 很 好 地 解释 。 广义 相对 论 的 曙 一 重要 验证 是 光 
线 在 通过 太阳 附近 时 发 生 讲 曲 。 越 是 单 近 太阳 的 
地 方 ， 引 力 越 强 ， 从 几何 上 看 ， 就 是 时 空 变 曲 得 
越 厉 害 ， 因 而 四 维 时 空中 的 测 地 线 也 将 有 比较 明 
显 的 夸 曲 。 平 时 白天 阳光 太 强 ， 无 法 看 到 擦 过 太 
阳 边 缘 射 到 地 球 来 的 星光 ， 内 有 日 全 食 时 才能 看 
到 。1919 年 5 月 29 日 发 生日 全 食 ， 为 了 不 错过 这 
个 观测 机 会 ， 英 国 皇家 学 会 事先 派出 两 支 由 英国 
天 文学 家 组 成 的 远征 队 ， 一 支 前 往 巴 西 ， 另 一 支 
去 非洲 西岸 。 结 果 ， 在 爱 丁 顿 需 士 领导 下 的 非洲 
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远征 趴 测量 拍 得 的 照片 首次 证 实 了 爱 因 斯 坦 关 于 
光线 在 引力 场 中 会 弯曲 的 预言 ， 因 而 验证 了 广义 
相对 论 的 正确 性 。 

还 有 其 他 人 也 曾 提 出 一 些 不 同 的 引力 理论 ， 
但 是 在 实验 的 支持 方面 不 能 显示 出 是 否 比 广义 相 
对 论 更 好 ， 理 论 结构 却 比 广义 相对 论 复 杂 。 尽管 
广义 相对 论 在 理论 的 进一步 完善 方面 还 包含 一 些 
困难 ， 但 在 现 阶段 尚 能 大 体 满足 引力 研究 的 基本 
需要 . 
现在 可 以 把 问题 的 答案 推进 一 步 ， 如 果 “ 现 
实 世 界 ” 是 指 我 们 生活 在 其 中 的 太阳 系 ， 那 么 它 
记 适 用 的 几何 学 将 是 具有 史 瓦 西 度 规 的 四 维 黎明 
几何 学 ， 


如 果 继 续 扩 大 视野 ， 把 “现实 世界 ”理解 为 


宣 宙 中 迄今 所 能 观测 到 的 一 切 部 分 ， 那 么 也 可 按 
照 广义 相对 论 建立 各 种 字 宙 模型， 每 种 相对 论 宇 
宙 模 型 的 数学 形式 仍 是 基 种 四 维 歼 曼 几 何 . 
“现实 世界 适用 哪 种 几何 "的 疑问 ， 本 来 是 从 
殉 儿 星 得 第 五 公设 的 研究 产生 的 ， 预 期 的 管 案 是 
传统 的 欧 氏 几何 或 与 之 对 立 的 双 曲 几何， 但 是 随 
着 物理 观念 的 变革 ， 原 先 指望 的 两 种 答案 都 落空 
T: 原先 发 展 歼 曼 几 何 时 ， 并 没有 对 它 的 实际 应 
用 抱 有 太 大 的 指望 ， 结 果 却 通过 相对 论 , MAW 
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识 时 间 、 空 间 和 引力 性 质 的 重要 工具 . 

然而 这 还 不 是 河 题 的 最 后 答案 。 现 实 世 界 的 
自然 现象 是 丰富 多 样 的 和 错综复杂 的 。 要 想 更 深 
入 地 认识 自然 界 的 规律 ， 要 能 建立 更 普遍 的 物理 
理论 ， 就 需要 在 数学 上 相应 地 发 展 更 复杂 和 更 有 
力 的 方法 ,特别 是 几何 的 方法 .物理 学 和 几何 学 都 
需要 坐标 ， 但 又 都 力图 摆脱 坐标 的 影响 。 坐 标 只 


是 登山 的 拐杖 ， 可 以 借 一 把 力 ， 但 是 无 论 物理 定 


律 或 儿 何 定理 ， 都 必须 与 坐标 无 关 。 所以， 几何 
和 物理 常常 不 约 而 同 地 想到 一 起 。 物 理 的 成 就 鼓 
舞 玫 何 的 兴趣 ， 几 何 的 理论 帮助 物理 的 进展 。 继 
黎 晶 几何 被 成 功 地 用 于 相对 论 之 后 ， 纤 维 从 上 的 
联络 论 被 应 用 于 规范 场 理论 ， 使 人 类 对 于 现实 世 
界 的 了 解 又 前 进 了 一 大 步 。 

什么 是 纤维 从 呢 ? 

纤维 从 理论 的 基 : 
础 是 当代 著名 数学 家 
陈省身 (1911~ 一 ) 
MEW, BREN 
格 定义 需要 很 多 预备 
知识 ， 基 本 思想 却 不 
WES AF 图 8 一 3 陈省身 

一 张 平 整 的 糖 纸 ， 紧 紧 地 包 在 一 块 水 果 夹 心 


n- -一 ”一 ~- ns HY 
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WE HADRAN. BSL, HWER 
形 硬 糖 ， 或 是 方形 奶 糖 或 圆锥 形 的 酒 心 巧克力 ， 
要 用 一 张 糖 纸 把 它们 衰 得 严 严实 实 ， 糖 纸 上 都 不 
Hy ABE Ge Sih Hy A ee A. BEART 
些 印 满 方 格 坐 标 网 的 透明 纸 、 把 它们 包 在 糖 上 ， 
就 在 糖果 的 表面 引进 了 坐标 系 。 要 想 用 一 张 坐标 
BR a. FETE RRB AR. OW 
了 使 一 个 复杂 的 曲面 上 到 处 都 有 可 供应 用 的 坐 乏 
两 ， 需 要 用 许多 小 块 的 坐标 纸 仔细 地 贴 满 曲面 ， 
使 得 每 一 小 氧 仅 标 纸 都 不 出 现 皱 纹 ， 并 且 在 坐标 
纸 互 相 重叠 的 地 方 , 不 同 坐 标 之 间 可 以 互 化 ,并 使 
得 坐标 变换 式 中 出 现 的 函数 有 足够 的 可 微 性 。 这 
样 就 得 到 一 个 可 微分 流 形 ,简称 微分 流 形 ,每 一 小 
决 坐标 纸 给 出 它 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 。 微 分 流 形 
是 一 个 整体 概念 ， 可 以 研究 它 的 各 种 拓扑 性 质 ， 
好 在 连续 变形 下 保持 不 变 的 性 质 . 在 微分 流 形 
M 上 引进 黎 曼 度量 g, 得 到 黎 冯 流 形 (M,9)， MIE 
MM 的 拓扑 性 质 和 度量 9 的 弯曲 和 性质 互 相 影 响 。 经 
典 微 积分 和 微分 方程 的 许多 定理 是 在 充分 小 的 邻 
域 里 得 到 的 ， 受 到 局 部 性 的 限制 ， 发 展 起 微分 流 
形 的 理论 以 后 ， 就 对 研究 全 局 性 质 提供 了 方便 ， 

在 很 多 几何 问题 中 ， 常 需 研 究 在 一 个 微分 
流 形 各 点 处 附加 的 各 种 有 关 图 形 的 性 质 ， 例 如 流 


一 ee ne ee 
rn re ee ea e aaa 
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形 在 一 点 的 切线 、 切 平面 、 法 线 、 密 切 回 、 法 堆 
线 、 活 动 标 架 等 .这 种 情形 ， 就 介 是 在 同一 片山 
地 上 可 以 根据 需要 ， 种 植 不 同 品种 的 树 。 在 每 一 
点 种 一 樟树 ， 总 起 来 得 到 一 个 树丛 、 每 一 点 种 桃 
树 ， 就 得 到 桃 树 从 ， 每 一 点 种 梨 树 ， 就 得 到 梨 树 
从 。 种 什么 柑 ， 得 什么 从 .现在 考虑 一 个 微分 流 
形 M， 叫 做 底 流 形 。 然 后 ， 象 在 山坡 上 种 树 那 
样 ， 在 微分 流 形 用 的 每 一 点 按 一 定 的 要 求 附 上 一 
个 有 关 图 形 ， 叫 做 一 个 纤维 ， 因 而 M 的 各 点 分 别 
附 上 了 同一 种 纤维 最 后 ， 用 拓扑 学 的 “胶水 ” 
把 这 些 纤维 粘 合 成 为 一 个 整体 ,就 得 到 纤维 从 ,如 
果 纤 维 是 直线 ， 就 得 到 线 欠 ， 纤 维 是 贺 ， 得 到 加 
从 ， 纤 维 是 向 量 空间 , 得 到 向 量 从 . 粘 什么 纤维 ， 
得 什么 愉 。 所 用 的 纤维 常 有 一 定 的 对 称 性 ， 例 如 
纤维 是 直线 时 ， 可 沿 自身 任意 滑动 ， 纤 维 是 圆周 
时 ， 可 沿 自身 任意 转动 ， 等 等 。 把 一 根 纤维 变 成 
它 自己 的 所 有 变换 构成 一 个 变换 群 ， 岂 做 纤维 从 
的 结构 群 。 如 果 底 流 形 M 是 mm 维 的 ， 纤 维 是 维 
的 ， 那 么 得 到 的 纤维 从 是 一 个 m+k 维 的 微分 
流 形 ， 叫 做 总 流 形 。 把 纤维 粘 合 的 拓扑 方式 ， 应 
该 是 局 部 积 。 粗 略 地 说 ， 就 是 总 体 上 是 否 整 齐 ， 
不 去 管 它 ， 至 少 在 每 一 点 附近 ， 局 部 地 看 起 来 ， 
纤维 是 整齐 地 排列 着 的 。 
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Ain, URRBM RA xOy 平面 内 的 圆周 
x=cosé, y=sing, z=0 . 
SEF 取 成 直线 。 在 底 流 形 册 的 每 一 点 附 上 一 
根 纤维 ， 就 是 过 贺 放 的 每 一 点 在 空间 中 作 一 条 直 
R. 局 部 积 的 拓扑 学 要 求 ， 限 制 了 这 些 直 线 应 该 
连续 地 变动 过 去 ， 因 而 组 成 一 个 直 纹 曲面 五 ， 这 

个 直 纹 面 就 是 总 流 形 . 

如 果 作 为 纤维 的 各 条 直线 都 平行 于 z 轴 ， 那 
ABS H HE 的 参数 方程 是 

x=cosé, y=sin?, z= 
这 时 总 流 形 五 是 圆柱 面 . 

如 果 沿 着 圆 敢 环行 一 局 时 ， 纤 维 绕 圆 的 切线 
SOBA, MASE Abit, Hea | FR 
倒 。 这 样 得 到 的 曲面 ， 方 程 是 


x = Cos + vsin L coso 
y =sinf+ v sin sing 


z= veos?. 
2 


这 样 药 曲面 叫做 莫 比 乌 斯 带 ， 形 状 如 图 8 一 4 
所 示 。 这 幅 图 是 画家 埃 软 在 1963 年 发 表 的 木刻 ， 
图 中 画 着 九 个 大 蚂蚁 沿 曲 面色 贯 而 行 。 顺 着 这 些 
GAA, TUR, ALS wee aE 


ce | 


N vas: PO UBS SAS’ 
图 8 一 4 莫 比 乌 斯 带 


面 ， 它 总 共 只 有 一 个 面 。 莫 比 乌 斯 带 是 单 侧 曲面 
区 转型 例子 ， 而 圆柱 面 则 是 双 侧 曲面 ， 两 者 在 拓 
fh LAE. 

可 以 把 微分 法 推广 到 纤维 从 上 来 。 为 此 需要 
引进 “联络 ”。 有 了 联络 ， 就 能 定义 协 变 导 数 ， 
它 是 方向 导数 概念 的 推广 。 普通 多 元 函数 的 二 阶 
偏 导数 可 以 交换 求 导 上 顺序， 而 协 变 导 数 一 般 不 能 
交换 顺序 。 这 种 不 可 换 性 可 以 解释 为 联络 的 弯 
曲 , 以 适当 方式 引进 一 个 表示 不 可 交换 性 的 张 量 ， 
称 为 联络 的 曲率 。 

现在 把 视线 转 到 物理 方面 ， 

自然 界 有 四 种 基本 的 力 ， 引 力 ， 电 磁力 ， 强 
相互 作用 和 弱 相 互 作用 。 广 义 相 对 论 是 在 时 空 背 
景 上 关于 引力 的 理论 。 在 广义 相对 论 经 过 观测 验 
”证 而 得 到 承认 以 后 ， 爱 因 斯 坦 试图 进而 建立 统一 
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场 沦 ， 希 期 能 够 得 到 包括 各 种 基本 力 的 场 的 统一 
理论 。 还 有 一 些 其 他 人 世 参 加 了 这 项 工作 。 有 些 
工作 试图 把 四 维 时 空 的 几何 扩大 为 五 维 ， 有 的 工 
作 试图 利用 复 空间 或 更 一 般 的 度量 空间 ， 等 等 。 
但 是 都 没有 能 达到 目的 ， 

另 一 方面 ，1918 年 ， 韦 尔 (1885~1955) 在 
《引力 和 电 》 一 文中 提出 了 规范 场 理 论 ， 现 在 知 
道 , 雪 尔 所 研究 的 规范 场 , 可 以 君 成 基于 洛 仓 兹 流 
形 上 的 圆 从 的 几何 学 。 后 来 杨振宁 把 规范 场 推广 
到 一 般 情 形 , 被 称 为 杨 一 米尔 斯 场 .杨振宁 是 从 物 
理想 法 导出 他 的 一 般 理 论 的 ， 但 是 后 来 发 现 ， 其 
实 这 就 是 纤维 从 上 的 联络 。 物 理 与 几何 再 度 联 
合 ， 规 范 场 的 研究 取得 迅速 进展 。 BIA + 温 伯 
格 和 萨 拉 姆 利用 规范 场 建立 起 弱 相互 作用 和 和 电磁 
力 的 统一 理论 ,所 预言 的 效应 得 到 实验 的 证 实 , 获 
得 了 诺 贝 尔 奖 金 。 物 理学 界 正在 雄心 勃勃 地 疝 大 
统一 理论 冲刺 。 现 在 还 不 能 预料 最 后 的 结果 ， 但 
是 可 以 期 望 ， 纤 维 从 上 的 联络 理论 将 是 很 有 用 
-数学 工具 。 | 

杨振宁 说 ，“ 非 交换 的 规范 场 与 纤维 从 这 个 
美妙 理论 一 一 数学 家 们 发 展 它 时 并 没有 参考 物理 
世界 一 一 在 概念 上 的 一 致 ， 对 我 来 说 是 一 大 奇 
迹 。” 杨 振 宁 还 对 陈省身 说 。“ 这 到 是 使 人 震惊 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一， 
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的 ， 又 是 使 人 迷惑 不 解 的 ， 因 为 你 们 数学 家 是 没 
有 依据 地 乾 构 出 这 些 概念 来 的 。” 陈 省 身 立刻 抗 
议 道 ，“ 非 也 ， 非 也 ， 这 些 概念 并 不 是 幻想 出 来 
的 。 它 们 是 自然 的 ， 而 又 是 真实 的 。" 

确实 ， 纤 维 从 理论 和 规范 场 理论 间 样 都 是 自 
然 的 和 真实 的 。 在 某 个 阶段 ， 数 学 家 和 物理 学 家 
BR TT HE, HER CORA B 
解决 的 重大 课题 ， 确 定 主攻 方向 ， 结 果 不 约 而 同 
地 走向 同一 种 数学 结构 ， 数 学 上 取 名 为 纤维 从 ， 
物理 上 取 名 为 规范 场 。 互 相交 流 之 后 ， 双 方 忱 然 
A, AM “RAEI”. 

陈省身 在 一 首 诗 中 写 道 “物理 、 几 何 是 一 
家 ， 一 河 携 手 到 天 尝 。” 在 今后 的 征途 中 ， 物 理 
与 几何 一 定 还 会 继续 携手 并 进 ， 在 认识 世界 中 共 
同 发 展 ， 由 于 共同 发 展 而 更 深刻 地 认识 世界 。 

.为 了 更 深入 、 更 全 面 地 揭示 现实 世界 的 客观 
规律 ， 今 后 所 用 到 的 几何 理论 也 许 会 变 得 更 复 
杂 、 更 艰深 ,而 所 有 这 些 抽象 的 现代 几何 理论 ， 
都 是 在 几何 空间 概念 突破 传统 框架 之 后 出 现 的 。 
空间 概念 的 发 展 ， 具 有 浑厚 的 实践 基础 ， 并 且 在 
漫长 的 历史 发 展 过 程 中 ， 了 到 得 了 丰富 的 量变 的 积 
累 。 通 过 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 发 现 非 欧 
几何 ， 因 而 点 燃 了 激 起 质变 的 导 火 案 。 在 第 一 声 
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爆炸 之 后 ， 便 迅速 引起 连锁 反应 ， 势 不 可 当 ， 九 
何 学 的 面 魏 从 此 焕然 一 新 。 欧 几 里 得 第 五 公设 的 
真正 价值 ， 要 从 整个 数学 思想 发 展 的 长 河中 去 了 
解 。 历 史 不 会 忘记 欧 几 里 得 第 五 公设 的 功绩 。 可 
以 相信 ， 即 使 在 若干 年 之 后 ， 人 们 还 会 回忆 起 这 
个 著名 的 数学 问题 。 
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